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Devoir surveillé 1

Exercice 1.

1. On propose 2 méthodes :
Premiére méthode :

Etudions la fonction f définie par f(z) = arctan(z + 1) — arctan(x) — arctan ( ) La fonction

2+x+1
est dérivable sur RT par les régles de compositions usuelles et on a,

) = 1 U 1 < 2 + 1 )

1+ (1+2)2  1+a2 1\ \@2+a+1)?
1+(x2+z+1)
= 1 1 i 2z +1
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= 0
Comme R™ est un intervalle et que la fonction f est de dérivée nulle, la fonction est donc constante égale
a sa valeur en 0, or f(0) = 0. On a donc

Vo € RT, arctan(z + 1) — arctan(x) — arctan | ———
2+x+1

Seconde méthode :

Composons par la tangente chacun des membres, on a

1 1
tan ( arctan | ——— = —
( <x2+x+1>) 2?2+x+1

tan(arctan(z + 1)) — tan(arctan(z))
1 + tan(arctan(z + 1)) tan(arctan(z))
r+1—-2x 1

I+(x+Dz 224+zx+1

tan (arctan(z + 1) — arctan(z)) =

On en déduit que

1
arctan (m) —arctan(x + 1) + arctan(z) =0  [n].
Comme arctan est une fonction croissante de R dans | — 5, Z[, on a donc

arctan(z + 1) — arctan(x) € [0, 7|,

de plus, on a 22 + z + 1 > 0, car aucune racine réelle et coefficient dominant positif, d’ou

1 us
arctan m S [0, 5[
Il en résulte

t 71 —arctan(x + 1) + arctan(z) €] — m; =
rctan rctan rctan ;
arcta a1 arctan(x arctan(x 50

1

m) — arctan(x —+ 1) —+ arctan(z) = 0

d’out seule possibilité arctan <

On conclut donc que



€ R*, arctan(z + 1) - arctan(z) = arctan | ———— .
x arctan(z + 1) — arctan(z) = arc an<x2+x+1)

2. Gréace a la question précédente, on a

- 1
Up = Zarctan (m)

Z arctan (k + 1) — arctan (k)

k=0 k=0
= Z arctan (k + 1) — Z arctan (k)
k=0 k=0

= arctan(n + 1) — arctan(0) = arctan(n + 1)

On conclut

limu, = 3.
n

Exercice 2.

1. On calcule la dérivée de f et on obtient

1 3 14 (x+2)?—3— 327 —22? + 4z + 2

f/(z):1+x271+(x+2)2 (1+a2) 1+ (x+2)2) (L+a)(1+ (z+1)?)

On obtient 2 racines 1 ++v/2 et 1 — \/5, soit le tableau de variation

r |- 1—+2 142 +o9
1 (x) - 0 + 0 -

T f(14++v2
f(z) \ /
f(1=V?2)

2)\

Les limites ne sont pas indéterminées et on remarque que la courbe de f posséde 2 asymptotes horizontales
y=men —oo et y=—men +00

2. On a f(0) = —3arctan(2) et arctan(y/3) = 7. Comme /3 < 2 par stricte croissance de la fonction arctan,
ona g = arctan(v/3) < arctan(2), soit m < 3arctan(2) = —f(0) et on conclut

|£(0)] > 7.
3. On trace




4. Le formulaire trigonométrique nous donne

tana + tanb

t b)y=———
an(a +b) 1 —tanatanb

On en déduit
_ tanz + tan(2x)

tan(3x) =
an(3z) 1 — tanx tan 2«

puis
tan x
tanx + 27025

1-9 tan? x

1—tan2z

tan(3z) =

On conclut aprés simplification

—tan®(z)43tanz .

tan(?)x) = 1—-3tan2(z)

5. Par lecture du tableau de variation comme f(1—+/2) < f(0) < —, on en déduit que 'équation f(z) = —m
posséde 2 solutions.

Analyse : En composant ’équation f(x) = — par tan, on obtient
tan(arctan(xz) — 3arctan(2 4+ x)) = 0,

or

x — tan(3 arctan(x + 2))
arctan(r) — 3arctan(2 + z)) = 1 + z tan(3 arctan(z + 2))’

Grace a la question précédente, on

—(z+2)% +3(z +2)

tan(3arctan(z +2)) = —= 7=

En regroupant, on obtient donc
o —(z+2)%43(z42)

z 1-3(z+2)2 -0
—(z+2)34+3(z+2)

B = E5)E

En simplifiant, on obtient
2(x + 322 + 2 — 1) B
at + 623 + 1222 + 14z + 11

Les racines de x® 4+ 322 + 2 — 1 = 0 sont donc des racines potentielles. On remarque que -1 est racine
évidente et on a

P43 —1=(z+1)(2® 4+ 22— 1).
On obtient donc trois racines potentielles : —1, —1 — /2 et —1 4 /2.
Synthése :
L’étude de la fonction nous a permis d’obtenir I'existence d’exactement 2 racines, il faut donc en exclure
une.

Comme 2 —1—+2=1-+2<0, on a —3arctan(l — v/2) > 0 et de plus arctan(—1 — v/2) > —Z, on a
donc f(—1—+2) > —Z.

Il en résulte que —1 — /2 n’est pas une solution de f(z) = —7 et on conclut que

’équation f(x) = —7 a exactement deux solutions —1 et —1 + /2.

Exercice 3.

1. Si zp = 0, la suite est constante égale & 0. Si zp € R* | alors z; = 0 et aprés la suite est constante. Enfin,
si zg € RY, la suite sera constante.
2. (a) Ona:
1 ) eitn/2 » 0 )
st = 5 (0ne% o+ pu) = S (@2 0 ), = cos 2 prei® 2

Mais cos % > 0 : on en déduit que p,4+1 = cos %" Pn, €t qu'un argument de z,1 est %"- Puisque cet
argument est dans | — w/2,7/2], il s’agit de 'argument principal 6,,11.



(b) Au vu des relations précédentes, on obtient par récurrence immeédiate : 6, = 20—2 — 0. On peut
n—oo

méme noter que tous les 6,, seront dans | — 7, 0]U]0, 7[, ce qui assurera que leur sinus est non nul.

(c) D’apres les deux derniéres questions, on a pour n > 1 : p,, = cos %pn_l, de sorte que :

0o
- COS —pg.
2P0

= cos @ cos —
Pn = n 2n—1
Maintenant, on a :

SID$:251D§COS§:4SIH—COS—COS—:SSIH—COS—COS—COS—:"'

4 4 2 8 8 4 2
et ainsi : )
n . bo .
2" pp, sin on = Posin Bo.
Bien entendu, on pouvait éviter les « --- » avec une micro-récurrence.
(d) On a:
. 9 .
sin 0 5w sinfp
Pn = Po 3 = pPo—; )
2™ sin g—i’l sin 29—2 o
. . 0g sin 29—91
Puisque sinu ~ u et 3¢ — 0, on a —52~ — 1, de sorte que :
n—00 sm N—00
sin 90
P po-

n n— o0 90

Exercice 4.

1. Si P,(z) = 0, alors on a (1 4+ 2)" —1 = 0, soit (1 4+ z)™ = 1. Il en résulte que 1 + z est une racine
n-éme de l'unité et il existe k € [0,n — 1] tel que 14 z = ¢ . Dot en utilisant les formules d’Euler,
2= o5 — 1 =2isin (%’T) ¢l Toutes les manipulations précédentes sont des équivalences, on peut donc

conclure que P, posséde n racines distinctes

Vk e [0,n—1], ax = 2isin (&) e,

n

2. En utilisant la formule du binéme de Newton et un décalage d’indice, on a

P, :é(Z)Xk_l :i (Z)Xk :XnZ1 (kzl)xk.

On conclut que

n—1
P, =XQ,, avec Q,, = Z (ki 1>Xk.

k=0

3. Grace a la formule de la question précédente, on obtient Q.,,(0) = (71’) = n. Puis grace a la question 1, on

a n — 1 racines distinctes de @, :
km\ L kx

Vk e [l,n—1], o =2isin <7> e’ .

Comme (Q,, est unitaire, en utilisant le résultat donné dans 1’énoncé, on obtient

n—1 k
Q. =1] (X — 2isin (%) eiT) .

k=1

En évaluant en 0, on obtient



Or, de plus, on a

n—1 n—1

km T kr n(n—1)
E ’L?—’LEE kf’L? 5 —Z—(TL*I)
k=1 k=1

et

En regroupant, il en résulte
n—1 n—1

n—1
Qnanwll(nnwnlIIsn1<%§)2”%1%”1I1sn1<%?>2"1I1sn1<%;>.
k=1 k=1 k=1

En égalisant les 2 résultats, on obtient

n—1 k
2n—1 :
n = I I Sin (—)

k=1

et on conclut

Exercice 5.

1. En utilisant I’exponentielle complexe, on a

Sn(a,b) = Z cos(ak + b) = Re <Z ei(ak+b)> .
k=0 k=0

On a alors
zn: pilak+b)  _  ib zn: (em)k
k=0 k=0
21— (em)n—k1 .
_ ib s ia
A (sie"™ #1)
i in (nEl
Z o) = eibei%aw (Formule d’Euler)
k=0 Sin (5)
Si e’ #£ 1, on a donc
in (2L in (Pl
Sula,t) = Re (0r3) SCT ) _ o 2y 00T )
sin (5) 2 sin (5)

Si e = 1, on a alors a = 0[27] et donc S, (a,b) = (n + 1) cos(b). On conclut

sin

Sa@m{C“@+%®ﬂi%g si a # 0[27]
(n+ 1) cos(b) si a = 0[27]

2. En utilisant les formules d’Euler et le binéme de Newton, on a

el + et ) 2p

2 ” ; .
( k{)) ezkxefz(prk)x

cos(z)? = — (2p)ei(2k_2p)z
k=0

ostef? = (



On remarque qu’a part le terme central (k = p), tous les termes vont par pairs et on obtient

2p 1 (2p 1 - 2p i(2k—2p)x —i(2k—2p)x
cos(z)? = 5% + 5% Z k: (e +e )
k=0

p

Soit en utilisant & nouveau les formules d’Euler

cos(a:)Qp:%( ) 22p T ( )cos (2p — 2k)x).

. En utilisant le résultat de la question précédente (en changeant le nom de la variable muette), on a

QZZ_OICOSQP (%Lk%) - 2:2_; Q_ip( ) 22p 1 Z (2p) ( 2p — 23)(x+k21p))

Comme le premier terme sous le signe somme est constant, on en déduit que

2p—1 2p 2p—1p—1 2p T
2 —
Zcosp($+k2p)—27p( ) 22p1kz 0( ) (2}7—23)(96+k2—p)).

k=0 0 j=

En échangeant les signes, on a

2:2: :(21?) (-2 rig)) = :( /) z__j:cos (-2t bg)).
Calculons 2}21 cos ((Qp —2j)(z + k;—p)) ,

On remarque
p — 2j)m

-2+ kD) =

on peut donc appliquer le résultat de la question 1 avec a = M b=02p—2j)xetn=p—1.

Comme j € [0,p — 1], on a (§ —p) € [1,p] et on en déduit que w €]0, ], soit a # 0[27r].
Il en résulte

P

k=0
On a donc pout tout j € [0,p — 1],

2p—1

3 cos <(2p —2j)(z + k%)) =0.

k=0

On conclut donc

2p—1 2p
2
Zcosp<x+k > 22P1<p>'

e



