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Exercice 1.

On considére E = RN, le R-espace vectoriels des suites réelles et les ensembles F' et F}, définis par

3 6 2 2
FZ{(un);(un)GE,VnGN, Un+2 = n n }

Upi] — ———Up + N
n+3 nt n "

3 6 2 2
Fh:{(un);(un)EE,VneN, Upto = nt n Un}

n+3
Etude de F}, :
1. On utilise la caractérisation des sous-espaces vectoriels.

e Par définition, on a Fj, C E.

e La suite nulle est un élément de F},, car on a

3 6 2 2
Vn, 0= nt6 o 2n+2
n+3 n+3

e Soient (uy) et (v,) 2 éléments de Ej, et A € R, alors on a

3n+6 2n+2
y N Un+2 = r?—j?: Un+1 — 7?—:r3 Un
n € N, _ 3n+6 _ 2n42
Un+2 = 373 Un+1 nt3 In

En combinant les 2 lignes, on obtient

3n+6 2n + 2

VneN, upyo+ Avppo = i3 (Upt1 + Apg1) — i3

(up + Avy,) .

Donc (u, + Avy,) est un élément de Fy,.

On a donc Fj, partie non vide de E stable par combinaisons linéaires, d’oul

‘Fh est un sous-espace vectoriel de F. ‘

2. On a trois points & montrer :

e La linéarité de ¢ : soit (uy) et (uy,) deux éléments de Fj, et A € R, on a

p((un) + Alvn)) = (uo + Avo, ur + Avr) = (uo, u1) + Alvo, v1) = @((un)) + Ap((vn))-

On a donc bien ¢ linéaire.

e Injectivité de ¢ : On montre que Ker p = {0g}.

Ok!
€]
Soit (uy,) € Kerp, on a donc ug = u; = 0 puis la formule de récurrence permet d’obtenir
que Vn € N,  u, =0.
L’application linéaire ¢ est donc injective.
e Surjectivité de ¢ :
Soit (a,b) € R, la suite (u,,) définie par ug = a et u; = b et
3n+6 2n +2
n+3 T g

est un vecteur de F, qui est un antécédent de (a,b) par 1.

VneN, upto=

L’application linéaire ¢ est donc surjective.



On conclut que

 est un isomorphisme d’espace vectoriel.

3. On a démontré a la question précédente que Fj, est isomorphe R2. Comme R? est de dimension
2, on conclut

‘Fh est de dimension 2. ‘

4. Soit (up) une suite de F},, on définit la suite (v,) par v, = (n + 1)uy,.

(a) La relation de récurrence peut se mettre sous la forme
(n+ 3)upt2 = 3(n + 2)upt1 — 2(n + 1)uy,.

On a donc

‘V’I’L eN, vpro=3v41 — 20, ‘

(b) On résout I’équation caractéristique o = 3o — 2. On trouve 1 et 2 comme racines. Il existe
(A, B) € R, tel que la suite (v,) vérifie

VneN, wv,=A+ B2",
on trouve donc

A n B2"
n+l1 n+1

<< 1 >,< 2 >>basedth.
n+1 n+1

Un opérateur sur les polyndémes :

VneN, wu,=

On a donc

Soit p € N avec p > 2, on considére I'application 1 définie de R,[X] dans R[X] par
W(P) = (X +3)P(X +2) — (3X + 6)P(X + 1) + (2X + 2) P(X).

5. On calcule,
P(XH) = (X +3)(X +2)' — BX +6)(X +1)' + (2X +2) X"

Les régles usuelles sur le degré d’une somme de polynémes permet de majorer le degré par 7 + 1.
(Somme de 3 polynomes de degré i + 1)

Le coefficient de degré i + 1 des polynomes (X + 3)(X +2)¢, —(3X +6)(X +1)% et (2X +2)X*
est respectivement 1, —3 et 2, leur somme est donc nul.

En utilisant le binome de Newton sur (X + 2)% et (X + 1)?, Le coefficient de degré i + 1 des
polynomes (X +3)(X +2)%, —(3X +6)(X + 1)* est respectivement 3 + 2(;) , —6— 3(;) Comme
celui de (2X+2) X" est 2. Le coefficient de degré ¢ de (X +3)(X+2)"'—(3X+6)(X+1)"+(2X+2) X"’
est 3+2(}) —6-3(})+2=—-1—1i#0.

On conclut que

deg 1 (X?) = i.

6. La spécialisation et la somme étant linéaire, ¢ est linéaire. On a montré que I'image de la base
canonique de R,[X] est une famille de polynémes de degrés échelonnés de R,[X], c’est encore
une base de R,[X]. L’image de la base canonique de R,[X] est une base de R,[X] et on conclut

1 est un automorphisme de R,[X].




7. Grace a la question 5, on sait que ’on doit chercher I'antécédent de méme degré. On calcule :

Y(aX? 4+ 0X +¢) = ap(X?) + bp(X) + ep(1) = X (X +3) = X? + 3X.

Or
(1) = X+3-B8X+6)+(2X+2)=-1
P(X) = X+3)(X+2)-BX+6)(X+1)+(2X +2)X = —-2X
P(X?Y) = (X+3)(X+2? - BX+6)(X +1)2+(2X +2)X* = -3X? + X +6
On a donc
Y(aX? +bX +¢) = —3aX? + (a — 20) X + (6a — c).
On résout
—3a =1
a—2b = 3
6a—c = 0
On trouve donca:—%,c:—Q etb:—g.

On conclut donc

lantécédent par ¢ de X (X + 3) est —%XQ - %X -2

Explicitation F' :

8. On remarque que le polynome @ défini & la question précédente, vérifie

VneN, n+3)Qn+2)—Bn+6)Q(n+1)+ (2n+2)Q(n) =n(n+ 3),

solt 3n+ 6 2n + 2
mn ~ n ~
Qn+1)— Q(n) + n.

La suite (uy) définie par u, = Q(n) est donc un élément de F.

vneN, Qn+2) =

Montrons que

{0+ Qm); (w) € Fif =P

Si (v,) € Fp, on a alors

3n+6 2n + 2
VR EN, Uiz = TR U T Tt
donc
~ 3n+6 ~ on+ 2 ~
Vi EN, 2+ Qn+2) =" <vn+1+Q(n+1)>— e <vn+Q(n))+n

Donc (v, + Q(n)) € F, on a donc
{0 +Qm); () e B} C P
Si (wy) € F, on a alors

3n+6 2n+ 2 .
w - —w n
n—+3 ntl n "

Vn € N, Wn+4+2 =

donc

~ 3n+6 ~ on+2 ~
mEN, wis = Qn+2) = T2 (wan + Qn+ 1)) = 2 (wa+ Q) +n

Donc (w, — Q(n)) € F, on a donc (w,) = (w, — Q(n)) + (Q(n)), soit

{(vn +Q(n)); (vn) € Fh} SF.

On conclut



A B-2" 1 5
F— —Zn?—In—2):(A,B) eR?}.
{<n+1+n+1 3" 3" )7(’ ) € }

Exercice 2.

1. Calculons f% — (f +1dg) pour f = aldg. On a

1

- §(f+IdE) = <a2 - %(OH' 1)) Idg.

Il est donc nécessaire et suffisant que a? — %(a +1) =0, on trouve « =1 ou o = —%. Les seules

homothéties vérifiant f2 = 1 (f +Idg) sont

Idg et —%IdE.

2. (a) On remarque que 2f2 — f = Idg. On en déduit que

fo@f—Idg)=(2f —Idg)o f =Idg.

On en déduit donc que

f est un isomorphisme et f~! = 2f — Idg.

(b) On pourrait montrer dans premier temps la somme directe puis démontrer la décomposition
dans un second. Ici, ’analyse-synthése permet de démontrer directement 1’existence et 'unité
de la décomposition.

Soit z € E.

Analyse :

Supposons @ = x1 +2_1, ot 21 € Ker (f —Idg) et z_1 € Ker (f + $1dg).
2 2

On a donc f(z1) =z et f(z_1) = —%x_ En appliquant f & x, on obtient
2

1.
2

f(@) = flo) + f(o_y) =21 -

x = T+
flx) = xl—%xf.

On résout donc le systéme {
1
2
= 3(z — f(2)) et 21 = 3 (x + 2f(2)).

On obtient T 1
Synthése :
On a bien 567% +x1 = %(az — f(x) + % (x +2f(z)) = .

De plus comme f?(z) = 3(f(z) + ), on a

(7 = 1)) = 1 (3o +27@)) - (30 +26@)
= L (@) +2P2(@) (@ + 26(@) = 3 (£2(@) ~ F(2) ) = 0p

I en résulte bien que z1 € Ker (f —Idg) et _1 € Ker (f + 3Idg). Par existence et unicité
2

de la décomposition obtenue, on conclut



()

E =Ker (f —Idg) & Ker (f + 31dg).

On développe
1 1 1
(f =Idg) o (f+ §IdE) =f2- §f - §IdE = Or(p)

car f2=1(f+1dg).
Montrons que Im (f + 3I1dg) C Ker (f — Idg).
Soit y € Im (f + 1Idg), donc il existe x € E, tel que (f + 31dg)(z) = y. On en déduit donc

(f = 1dp)(y) = (F ~ 1ds) o (f + 3lds)(x) = () (x) = O,

donc y € Ker (f —Idg).
On a donc bien Im (f + $1dg) C Ker (f — Idg).
Démontrons 'égalité des dimensions.

On a grace a la question précédente (somme directe),
1
dim Ker (f — Idg) + dim Ker (f + §IdE) =dimFE.
En appliquant le théoréme du rang a (f + %IdE), on a
. . 1 . 1
dim F = dimIm (f + §IdE) + dim Ker (f + §IdE).

En regroupant les deux résultats, on obtient bien dimKer (f —Idg) = dimIm (f + 1Idg).
On a donc inclusion et égalité des dimensions, on conclut

Ker (f —Idg) =Im (f + 11dp).

Méme méthode que la question précédente, car (f + %IdE) o(f —Idg) = Or(g). On montre
Im (f —Idg) C Ker (f + 31dg) et D'égalité des dimensions.

Im (f — Idg) = Ker (f + 11dp).

Comme f2 = 1(f +1Idg), on calcule
1
5
1 3 3 1 ) 3
2
—f=<f+ldpg+-f=-f+<-Id
P4 gf = Sr+ Sl S = S+ Sldp

o= S D= G 1de) + )= S f + {1dp

1
2
3 1. 3
4 _ 22 T 9
f_4f+4f4

On conclut

=3+ Udget f4 =51+ 3dp.

Unicité :
Soit n € N, si il existe a,, et b, réels tel que

f"=anf +b1dg

Par liberté de la famille (f,Idg) (f et Idg sont supposé linéairement indépendant), cette
décomposition est unique.

Montrons par récurrence que pour tout entier n > 0, il existe a,, et b, 2 réels tel que

Initilisation :



Pourn=0,ona f'=Idg=0-f+1-Idg. ag = 0 et by = 1 conviennent.
Héreédité :
Supposons qu’au rang n, il existe (an,b,) € R? tel que

7 = anf + bpldp.

En composant par f, on a donc
1 n 1
= anf? 4 baf = ans(f +1dg) + buf = (- 4ba) £+ Saalds.

On conclut donc que a, 1 = G + by et b1 = %an conviennent.

On conclut qu’il existe un couple de suites ((ay), (by)) tel que Vn € N, f* = a, f +b,1dg,
défini par

apg = 0, b(] =1

= dn
vn c N, an+1 - 12 + bn
bn+1 = i(ln.

On calcule a; =1 et by = 0, cohérent car f'=1-f+0-Idg.

(c) On aVn e N, Gn+1 = 3"+ bn

1
bn+1 = gan.
Gréce a la premicére ligne, on a donc bpy1 = an42 — 25+, On substitue dans la deuxiéme et
on trouve 1
an+1
Vn € Na an+2 — s = 50n,

2 2

soit

VneN, 2ap+2 — Gnt1 —an :O‘

(d) On reconnait une récurrence d’ordre 2 d’équation caractéristique 222 —x —1 = 0, ses racines
sont 1 et —%. On en déduit qu’il existe A et B tel que

1 n
Vn € N, an:A+B<—§> .

Comme ap = 0 et a; = 1, on en déduit que A+ B = 0 et A—%le, SOitA:%et
2

1 n
Vn € N, anzg—%<—§> .

Puis comme b, = a,41 — %", on a donc
y 2 2( 1\ 12 2/ 1\"
"3 3\ 2 2\3 3\ 2 '

1 n
Vn € N, bn:§+§<——> .

On conclut

1 n
(e) Comme —3 €] —1,1], on a <——> — 0 et on conclut
2 n—+o00

a, — %etbn —

1
n—+oo n—+oo 3"




4. L’analyse-synthése de la question 2.(b) nous donne que x se décompose sur la somme directe
E =Ker (f —Idg) & Ker (f + 11dg), en

v = 2(27(@) + ) + 2 (~f(x) +22).

€Ker (f-Idg) €Ker (f+11dg)

On en déduit que £(2f(z)+x) est le projeté de a sur Ker (f —Idg) parallélement a Ker (f+41dg).

On conclut que

p est le projecteur sur Ker (f — Idg) parallélement a Ker (f + $1dg).




