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Devoir surveillé 4

Exercice 1.

e Les développements limités usuelles nous donnent :

22 4 A
- 11
cos(z) > T 31 7.5
x? gt 4
ch(z) = 145 +57+,9,)
On calcule donc
) =St o @
W =15 T .50\
On conclut
4
T
fl (.Z‘) 1:0 E

e En réduisant au méme dénominateur et en utilisant les équivalents usuels, on a

folz) = sin(z) —shz N sin(zx) —2 sh (z)

sin(z)sh (z) z—0 x

Les développements limités usuelles nous donnent :

3

. _ 3
sin(z) = = 5 + zgo(x )
hw) = x+it o ()
sh(z) = o+ + o (@
On calcule donc 5
. - 71'_ 3
sin(z) —sh (z) = 3 +Zgo(z ),
o z?
soit sin(x) — sh (x) o3 On conclut donc
T
(@) 5,5
e En utilisant les développements limités usuels, on a
3
_T 3
sh(z) —z = 5 +$go(x ).

Donc

fa(x) =1In <Sh(fc# . x_63> =In (%ﬁ#) + 3In(z) —1In(6)
2 z? —_—
N—_—— —

— —00
z—0t
— In(1)=0
z—01

On conclut que




e On calcule un développement limité a ’ordre de 4. Par les développements limitésusuels, on a

2

In(1+wu) = u7%+ go(u2)
2, 22t 4
ch(2z) = 14+22°+—+ o (z%)
3 z—0

Comme ch (2z) — 1 ~o 222, en composant, on a

z—
4N\ 2
204 (2$2+%)
— 92t a 4
In(ch (22)) = 22°+ 3 5 +zgo(:c)
= 22— —2'+ o (2
z—0

De méme, on a

On calcule
. 2 a? a? 2 2 4
sin(x)sh (z) =z ((1 - F) (1 + F) +zgo(x )) =z —l—mgo(x ).

On en déduit fi(z) = —3a* + 00(z4) et conclut

z—

4 4
@) 53"
e On
fs(z) =In(2ch (z)) —z =In(e* + &™) —Ine” =In(1 + e ).

Comme e~2* — 0, on conclut

r— 400

Exercice 2.
1. (a) On al’équation différentielle linéaire a coefficients constants :
f'(@) + f(z) = A (EB)

On résout I’équation homogéne au choix par un calcul de primitive ou en utilisant les résultats sur
les équations différentielles linéaires & coeflicients constants et trouve :

SEh:{tHAeft;AeR}.

Pour une solution particuliére de ’équation différentielle compléte, on remarque que ¢ — A marche
et on conclut

Sp={t— "+ A;AeR}.

(b) On raisonne par analyse-synthése :
Analyse :
Soit f une solution du probléme.



La fonction f vérifie ’équation différentielle (E) avec A = f(0)+ f(1), on en déduit qu'il existe A € R
tel que f =t Xe '+ f(0)+ f(1). En spécialisant en 0, on obtient

f0) =X+ f(0)+ f(1).
Il faut donc A = —f(1).
En spécialisant en 1, on a alors

F() = —fDe" + £(0) + f(1).

On en déduit que f(0) = e~ f(1).

Les solutions potentielles sont donc de la forme f : ¢ — —f(1)e™t + f(1) + e 1f(1), on a donc un
degré de liberté sur la valeur en 1 de f.

Synthése :

On vérifie :

FO) +£(1) = (=F e’ + f(1) + e f(1) + (= f(D)e! + f(1) +e7"f(1)) = f(1) + e f(1)
et
Fi@)+ ) = fFWe™ + (= fMe™ + f(1) + e f(1) = (1) + e £(D).
On a bien égalité et comme f(1) est un paramétre libre, on conclut donc que ’ensemble des solutions
est

S={t—A(—e"+1+e"); AeR}.

(a) On considére 'équation différentielle homogeéne & coefficients constants :

f'(@) + af'(z) + f(z) = 0.
a\? a?
L’équation caractéristique est 82 + af + 1 = 0, soit (ﬁ + 5) +1-— Vil 0.
On a alors 3 cas a traiter :
° 1ercas:1—%2<0,soita2>4.
On a alors 2 racines réelles simples 3; = —&t¥a"=4 VQO‘2_4 et fp = —4=¥2>—= VQO‘2_4. L’ensemble des solutions
réelles est alors

S = {t — )\16’6175 +)\2€th; A, Ao € R}

2
e 2émecas:1— 4 =0
On a alors une racine réelle double : 8 = —3. L’ensemble des solutions réelles est alors

S={t— (Mt+X)e 3"; Ao, \s €R}.

2 .
e 3éme cas : 17%>0,301ta2>4.
On a alors 2 racines complexes conjuguées simples 3; = —ativi=—a? V24_a2 et By = —a=ivi—a? V24_0‘2. Soit

4 —2 . 4
w = %, I’ensemble des solutions réelles est alors

S={t— X\ cos(wt)e™ 2t 4 Agsin(wt)e™ 205 A\, \g € R}.

(b) Traitons les 3 cas précédemment listés :
o lercaszlf”‘;<0,soita2>4.
Soit f une solution, on a donc f(t) = Aje”1t + \yef2t.
Si A1 # 0, on a alors

A
f(t) = )‘16’6175 (1 + )\_Qe(ﬂZ—,('h)t) )
1

Si i—? > 0, il n'y a aucun point d’annulation, car ’exponentielle est strictement positive, d’ou

A
pour tout réel ¢, (1 + A—Qe(ﬂZ_ﬂl)t) £ 0.
1

Si i—f < 0, il y a un seul point d’annulation ¢ = ﬁ In (i—j)
De maniére similaire, on traite le cas Ao # 0.

On conclut que si 1 — ”‘TQ < 0 et que la solution f s’annule une infinité de fois, alors Ay = Ay = 0.
On vérifie réciproquement que si \; = Ay = 0, la solution est nulle donc elle s’annule une infinité
de fois.



e 2éme cas : 1—%2:()
Soit f une solution, on a donc f(t) = (At 4 Ag)e™ 2%

Si A1 # 0, on a alors la fonction f ne s’annule que pour t = —22

A1 S
Si A\; =0, alors f(t) = Ape™ 2%, Si \g # 0, la solution ne s’annule jamais.
On conclut que si 1 — %2 = 0 et que la solution f s’annule une infinité de fois, alors A\; = Ay = 0.
On vérifie réciproquement que si \; = Ag = 0, la solution est nulle donc elle s’annule une infinité
de fois.

e 3éme cas : 1—%2>0,soita2>4.
Soit f une solution, on a donc f(t) = A\ cos(wt)e™ 2t + g sin(wt)e™ 2.
Si on utilise la réécriture amplitude et déphasage, on a aussi f(t) = Acos(wt + p)e™ 2*. Cette
fonction s’annule une infinité de fois (toutes les valeurs de ¢ tel que wt 4 ¢ = Z[n]).
On conclut que si 1 — %2 > 0, toutes les solutions s’annulent une infinité de fois.

On conclut donc

la solution nulle est la seule solution & s’annuler une infinité de fois si et seulement si 1 — %2 <0,
soit si a €] — 00, —2] U [2, 4+00.

Exercice 3.

1. Montrons le résultat par double inclusion :
Soit f € {x — Ae® + Be™"; A B € R}, il existe donc A, B € R tel que f =z +— Ae® + Be™*.
Les formules usuelles nous donne ch () + sh (z) = €%, en utilisant la parité, on en déduit ch (z) —sh (z) =
e~ *. On a donc

f=x2— A(ch(x) 4+ sh(z)) + B(ch (z) —sh(x)) =2 — (A+ B)ch (z) + (A — B)sh ().

En posant C = A+ B et D =A —b, on a donc bien f € {x — Cch(z) + Dsh(z); C,D € R}.
Soit f € {x — Cch(z) + Bsh(z); C, D € R}, il existe donc C, D € R tel que f = 2 — Cch (z) + Dsh (z).

ef—e” "

2

Les formules usuelles nous donnent ch (z) = % et sh(z) =

e’ +e™ " e*—e* C+D C—-D
— D — T
f=x—C 5 + 5 > e’ + 5

EnposantA:CLQDetB: CED,OHadOHCfE{IE’—)A6I+B€7I;A,B€R}.

—X

e

On conclut donc

{#+— Ae® + Be™"; A,B € R} = {x+ Cch(z) + Dsh(z); C,D € R}.

2. A partir des définitions de ch et sh, on calcule (si on ne fait pas d’erreur...)

etV f e () oT LT eV peTY e —e T eV —e Y

2 2 2 2 2

ch(z +y) — ch (x)ch (y) — sh (x)sh (y) =
=0

On conclut

Va,y € R, ch (x +y) = ch (z)ch (y) + sh (z)sh (y). ‘

3. En spécialisant, en x = y = 0, I’équation fonctionnelle, on obtient

2f(0) = 2£(0)*.

Le nombre f(0) est donc solution de 2c = o et on conclut donc bien que

f(0) e {0,1}.



4. Si on suppose que la fonction f est solution de (P) et f(0) = 0, alors on spécialise 'équation en y = 0 et
on obtient

2f(x) = 2f(0)f(x) = 0.

Ceci étant vrai pour tout x, on en déduit que le fonction f est nulle. On vérifie que la fonction nulle est
solution de (P).

On conclut

‘ La seule solution de (P) nulle en 0 est la fonction nulle. ‘

5. On suppose maintenant que la fonction f est une solution du probléme et que f(0) = 1.

(a)

()

Soit spécialisant en z = 0, on obtient

f) + f(=y) =2£(0)f(y) = 2f(y),

soit f(—y) = f(y), si étant vrai pour tout y, on conclut

‘Une solution f est une fonction paire. ‘

Comme f vérifie (P), on a
fl@+y)+ f(z—y) —2f(x)f(y) = 0.

On en déduit que les fonctions ¢ et ¢ sont identiquement nulles. Comme f est deux fois dérivables,
par les régle de composition des fonctions dérivables, on a ¢ et 1 2 fois dérivables. Il en résulte

o'(@) = f"(@+y)+ @ —y) = 2"(@)f(y) =0

V'(y) = fx+y)+ @ —y) - 2f(x)f"(y) = 0.

En égalisant les 2 membres, on a donc bien

Ve € R, @)1 ) = f@)f" )]

On peut spécialiser le résultat dans la question précédente en y = 0 et on obtient

Ve e R, f"(x)f(0) = f(x)f"(0),

soit
Ve eR, f"(z)= f(z)f"(0).
En posant, A = —f”(0), on a bien

‘ f solution de f"(z) + Af(z) =0 (E). ‘

On a I'équation caractéristique de (E), a? + A = 0. Les racines sont imaginaires pures et il en résulte
que ’ensemble des solutions réelles est

Sp = {z — Acos(VAz) + Bsin(VAz); A, B € R}.

Faisons la synthéses pour (P). Si f(x) = Acos(v/Azx) + Bsin(v/Az), en spécialisant en 2 = 0, on a
alors f(0) = A, donc A = 1.

Puis comme f doit étre paire, on a f(z) = f(—x) pour tout z, il résulte
cos(VAz) + Bsin(vVAz) = cos(vVAz) — Bsin(v/Az).

Comme la fonction sin n’est pas identiquement nul, on choisit = tel que sin(\/Xac) =% 0, on donc
B = 0. Il en résulte que f est nécessairement de la forme f(z) = cos(v/Az). On vérifie par le
formulaire trigonométrique

cos(\/X(z +y))+ cos(\/X(z —y)) — 2cos(\/Xx) cos(\/Xy) =0.

On conclut que

si A= —f"(0) > 0, alors la seule solution de (P) est x — cos(VAx).

Si A < 0, on résout de (F) et en utilisant la question 1., en posant v = v/—\ on trouve que



‘SE = {xz+— Ach (yz) + Bsh(yx); A,B € R}‘

Pour la synthése, on spécialise en 0 et trouve que nécessairement une solution de (P) est de la forme
x + ch (ya) + Bsh (yz). Puis comme f doit étre paire, on a f(z) = f(—x) pour tout z, il résulte

ch (VAz) 4+ Bsh (VAz) = ch (VAz) — Bsh (VAz).

Comme la fonction sh n’est pas identiquement nul, on choisit x tel que sh (\/X.I}) = 0, on a donc
B=0.
Gréace a la question 2, la fonction obtenue fonctionne et on conclut que

si A = —f"(0) < 0, alors la seule solution de (P) est  — ch (v/—Ax).

Il reste le cas A = 0, les solutions de (E) seront de la forme z —

Ax + B et on vérifiera que

‘si A= —f"(0) =0, alors la seule solution de

(P) est & — 1.‘

Exercice 4.

1. La fonction tan est définie et continue sur R\ { + k7 ; k € Z} donc continue sur le segment [0, ]. La

2.

3.

fonction ¢ +— (tant)™ est donc continue sur [0, F].

‘In est donc bien définie. ‘

On a, par linéarité,

s

4

I / (tant)™(tant — 1)dt.

0

Pour t € [0, %], ona 0 <tant <1 et on en déduit

(tant)"(tant — 1) <0

et
0 < (tant)™.
Par intégration de ces inégalités sur [0, 7], on a donc
In-i—l - In < 0
et
0<1I,.

‘La suite (I,) est décroissante minorée par 0, donc converge vers une limite finie . ‘

(a) Pour tout n € N*, et pour tout ¢ € [0, 2], par sommation des termes d’une suite géométrique, comme

tant # 1, on a

n

1—tant 1 —tant 11—
k=1

Comme 0 < tan(t) < tan(z) < 1, on en déduit

Z(tan P = tant  tant — (tant)"t! tant (tant)"t!

tant - 1 —tant

1 1
0 < (tant)” < (tanz)” et 0<
< (fant)” < (tan2)" e —1—tant ~ 1 —tanx’
d’ou
n
Z(tant)k __tant | (tant)"+! < (tanac)"“l
Pt 1 —tant 1 —tant 1 —tanxz




(b) Grace a la question précédente, on a, par linéarité de l'intégrale et en utilisant U'inégalité de la

moyenne,
T tant - T tant
Sy (x) — —dt| = 1 — —dt
() /0 1— tant ‘ D (@) /0 1— tant ‘
k=1
n x x t t
- Z/ (tant)kdt—/ AN g
P 0 0 1 —tant
Ly tant
= / Y (ant)k - o) dt
0 1 —tant
k=1
& tant
< tant)F — ——— | d¢
- /0 Z( ant) 1 —tant
k=1
(tan z)"+L
- 1 —tanz
On a donc

1 —tant — 1—tanx

T tant t n+l
Sn(x)f/ Ldt‘q%_
0

(c) Comme 0 <z < F,ona0<tanz <1 et donc

t n+1
iy g ERR )"
n 1 —tanz

Sn(z)—/ L
o 1—tant

est continue sur [0, z] (car tant # 1), I'intégrale [;” 722-d¢ est bien

On en déduit que

lim
n

tant
l1—tant

Comme la fonction ¢ —
définie.

On conclut donc

lim S, (z) = / _tant g
n o 1—tant

(d) On veut désormais exprimer explicitement la limite de (S, ()),,cp--

i. On a

f(z) =In(cosz — sinz) = In (\/5 (ﬁcosz - gsinz>> =1In (\/5(‘,08 <x+ E)) .

2 4

On en déduit que pour ¢ € [0, §[, cos(z + §) > 0. La fonction f est donc définie et contintiment

dérivable sur [0, %[ comme composée de fonctions qui le sont et

cos(x) + sin(z
PR CEE)
cos(x) — sin(x)
ii. On a
J(@) + K(z) = /z sint dt—l—/z cost gt
* o= o cost—sint o cost—sint
_ / s1n(t)+(j,ostdt
o cost—sint
= 7/ f/(t)dt = [~ In(cost — sint)]§ = —In(cosz — sin ),
0
et

J(x)—K(x):/mwdt:—/omdt:—x.

o cost—sint

On a donc



—x — In(cosx — sinx z — In(cosx — sinz
J(x) = ( ) et K()= ( )
2 2
iii. On a .
tant St sint
1—tant 1-— %‘; " cost —sint’
D’ou

lim Sn(x) = /T ﬂdﬁ _ J(EC) _ —T — IH(COSI — sinx) -
n 0 1 —tant 2




