DEVOIR SURVEILLE N°1

EXERCICE 1 (sur le sujet)

NE SOYEZ PAS A COURT SUR LE COURS...

1. Soit f: Dy — R. La fonction f est périodique lorsqu’il existe un réel 7' > 0 tel que :

Vo € Dy, alorsz+T € Dyet f(x+T) = f(x)

2. La fonction f est dite croissante sur [ lorsqu’elle conserve l'ordre :

V(z,y) € I*, 2 <y = f(z) < fy)

3. Soit u et g deux fonctions dérivables telles que u(D,,) C D,) alors ‘ (gou) =u x ¢ ou. ‘

Soit u définie sur I et strictement positive sur I alors \/ﬂl

1
4. Soit f: 2+ — (avec n € N*) sur D_R*, f est dérivable sur R* et | ¥ € R*, f'(z) =
x

'U/

5

n
B xn+1 :

Soit g : & + cos(x) sur R, g est dérivable sur R et ‘ Vz € R, ¢'(x) = —sin(z). ‘

EXERCICE 2 (sur le sujet)

LA LOGIQUE DES MATHS...

1. Soit assertion : Vo > 0 = €% > 1.

‘ Cette assertion est vraie par croissante de la fonction exp car Vo > 0 < e* > 1 = ¢e* > 1.

moins précis
1%

‘ La négation est 3z > 0 = e* < 1. ‘ (qui est bien entendu fausse!)

2. On note E 'ensemble des PCSI. On note B le sous-ensemble des Bretons de PCSI.
On va former des propositions logiques sur I’age et 'amitié des éléments de E :

— si x et y sont deux éleves de F, on notera z < y pour dire que z est plus jeune que y (ou y plus

vieux que z).

— pour deux éleves x, y, on note xOy pour dire que x aime bien y. Et ce n’est pas forcément
réciproque! Si y n’aime pas z, alors on note y L.

(a) Traduire sous forme de proposition mathématique les phrases suivantes :

« Tous les bretons aiment quelqu’'un. » : ’ Ve e B,dy € E, 20y ‘

« Le plus agé des éleves n’est pas breton. » : ‘ Jre E\B,Yye E,z >y ‘

« Les amis de mes amis sont mes amis. » :

Va,y,z € B3, (2Qy et yVz) = 202

(b) Traduire en frangais les propositions mathématiques suivantes.

Jx € E,Vy € B,z0y : ‘ Il y a un éleve qui aime tous les Bretons. ‘

Ve,y € E, (t€ Bety¢ B) = (y Qz) : ‘ Les non-Bretons n’aiment pas les Bretons.
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DEVOIR SURVEILLE N°1

EXERCICE 3

UN AIR DE DEJA VU...

1. a) f(z) =3 —2sinz
Vr € R, =1 <sinz < 1donc 1< 3—2sinx <5, f est donc définie sur R, et comme 3 — 2sinx se
s’annule pas sur R, f est également dérivable sur R par composée de fonctions dérivables et :

—2cos — cos

Ve e R, f/(z) = =
z) 23 —2sinz /3 —2sinx

b) glr) = a2l %
g est définie et dérivable sur R comme produit et composée de fonctions dérivables et :

Ve € R, ¢'(z) = 2ze’ ™2 4 2%(—2e!'72%) = 22(1 — x)e! ™%

¢) h(z) =In(1 —Inz)
h est définie et dérivable si, et seulement si, z >0 et 1 —Inz < 0 < z < e soit Dy, =|0, ] et :

1
-1 1
Va €]0,¢ef, h'(x) = l—Inz z(lnx —1)

223 — 2% + 1
2 +1
On rappelle que la limite en 0o d’une fonction rationnelle est €gale a la limite du quotient de ses

termes de plus haut degré.

2. Etudions la branche infinie en +oo de la fonction frze . Remarquons que Dy = R.

223 — 22 +1 213
. limw — lim=2 = lim2x = +o00 donc pas d’asymptote horizontale.
+oo 241 +oo I 3+oo ) X
2x° — 1 2
e On calcule limM = limu = limi = lim2, posons a = 2.
+oo +oo  x3 42 +oo 23 Foo

223 — 22 +1 223 — 22 +1—-22(22+1) —22-22+1

eg(z) —2r=—F5—— —22= =
, 2 +1 , 2 +1 2 +1
—x2_9 1 _

lim& —lim—% = _1 et on pose b = —1.
400 2 +1 +oo 12

‘ On en déduit que la droite A : y = 2x — 1 est asymptote oblique a la courbe en 4oc0. ‘

Etudions la position relative de la courbe C; par rapport a son asymptote A.
Pour z € R, on pose :

—x2—2x+1+1_—:U2—2:U—|—1—|—x2+1_2(1—x)

d(w) = (&) = (o= 1) = f(a) =20+ 1= == = 2 S

d(x) est du signe de 1 —x vu que 1 + 22 > 0 donc :

— ‘ La courbe est au-dessus de son asymptote sur | — 0o, 1[ (d(z) > 0). ‘

— ‘ La courbe est au-dessus de son asymptote sur |1, 4o00[ (d(z) < 0). ‘

X
est-elle bornée sur R ?

3. La fonction ¢ : x — T o
e
Il est possible de faire le tableau de variation complet de la fonction g mais le plus simple reste quand

méme d’observer que comme Va € R,e? > 0 alors g(z) > 0 mais aussi 1 + e* < e* soit g(z) < 1.

‘ Finalement g est bornée car Vx € R, 0 < g(z) < 1. ‘

4. Soit f une fonction impaire définie sur R, alors Vz € R, f(—xz) = —f(x).
‘ En posant 2z = 0 on obtient f(—0) = —f(0) soit 2f(0) = 0 et donc f(0) = 0. ‘
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DEVOIR SURVEILLE N°1

PROBLEME

IL FAUT SAVOIR PRENDRE LA TANGENTE... HYPERBOLIQUE

x T

e’ —e

pramper On note C; sa courbe représentative.
et + e~

On considere la fonction f: z +—

PARTIE A - Etude de f

1. Déterminer le domaine de définition D; de f, puis étudier sa dérivabilité.

‘ f est définie sur R car le dénominateur de la fraction définissant f ne s’annule jamais |, en effet Vx €
R,e* >0et e ® > 0.

T — e¥ et x — e~ % sont dérivables sur R, donc par somme et quotient de fonctions dérivables sur R
(dont ne dénominateur ne s’annule pas), f est dérivable sur R et :

(e"+e™)(e"+e ™) —(e"—e")(e" —e™")
(ez +€—z)2
(ea: + e—m)Z _ (em _ e—m)Q
(ea: + e—a:)Q
62x 1 2. e 4 e—2:v _ (6233 _
(61’ + e—x)Q

Vo € R, f(x)

2e%.e77 4 e727)

4
(ex + e—ac)2

2. Etudier la parité de f. Peut-on réduire le domaine d’étude de f 7

Le domaine de définition est R, qui est centré par rapport a 0.

e~% _ o—(-2) x

e=% 4 e (~2)

e T —¢e”

e % 4 e*

Vo e R, f(—z) —f(z)

On en déduit que la fonction f est impaire. On peut alors réduire le domaine d’étude a ’'intervalle
[0, +00] et 'on completera le tracé de la courbe représentative de f par symétrique par rapport a ’axe
des ordonnées.

€2m -1 1— e—2:p

e 41 14e 2’

. Prouver que Vz € Dy, f(x)

1 (61)271

R 61_67 e® e* —1
Vo € 7f(x)_€x+e%_(ewgi+1_e2x+1

On peur factoriser par e*

au numérateur et dénominateur pour retrouver 'autre égalité ou bien :

e2r—1

l—e 21— St e
esx e2z

. Déterminer les limites aux bornes de D;. Préciser les asymptotes éventuelles.

lm fa) = 1 l—e? 1-0 lm 2% — 0
:E—1>I—II—100 w)im—{r—l{lool—i—e_%c 140 Vi que x—l>r—|r-looe e
2x
. Looet—1 0-1 . 2w
A S = I ey Ty e e =0

Cy admet donc une asymptote horizontale d’équation y = 1 en +oo et asymptote horizontale d’équation
y=—1en —o0.
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DEVOIR SURVEILLE N°1

5. Dresser le tableau de variation complet de f sur Dy.
D’apres les questions 1. et 4. on a tout ce qu’il faut pour faire le tableau de variations complet de f!
En effet Vz € R, f/(x) > 0 donc donc :

f'(=) +

/0

—1

6. Déterminer une équation de la tangente 7' a C; au point d’abscisse 0.
La tangente T a pour équation y = f/'(0)(z — 0) + f(0) avec f(0) =0 et f'(0) = ﬁ =1soit T:y=ux.

7. Déterminer étudier la position relative de 7" et C;.
Pour cela il faut étudier le signe de la différence :

el —e " et —e P —zx(e® +e )

fa)—z=""t —a=

er +e” er +e7 %

Le signe du numérateur n’est pas évident, on va donc définir une fonction ¢ auxiliaire associée pour
étudier ses variations : p(x) = e* — e ¥ — x(e® + e 7).
© est dérivable sur R comme somme et produit de fonctions dérivables et :

VeeR, ¢ (x)=e"+e @ —1(e"+e ™) —z(e” —e ™) =a(e” —e™™)

One*—e >0 >e?we®>1e2r>081>0.
(e — e ®) est du méme signe que z donc le produit ¢'(0) est toujours positif, d’olt le tableau de
variations :

Vu que le dénominateur est toujours positif, on en déduit que f(z) —z > 0 sur R* et f(z) —x < 0 sur R™.

Ainsi T est en-dessous de Cy sur R™ et T" est au-dessus de C; sur RT.
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PARTIE B - Etude de la fonction réciproque

8. Justifier que f réalise une bijection de D; dans un intervalle J a préciser.
f étant strictement croissante et continue sur R, on en déduit que :
‘ f est une bijection de R vers f(R) =] — 1, 1] ‘ d’apres le tableau de variations de f.

On notera g : J — Dy sa fonction réciproque. On notera C, sa courbe représentative.
On ne demande pas l’expression de g(z).
9. Justifier que g est dérivable en 0 et préciser la valeur de ¢'(0).
f est dérivable sur R et Vo € R, f’(z) > 0 donc ne s’annule pas, ainsi d’apres le cours sa bijection
réciproque g est dérivable sur R et particulierement en 0. On a :

LU0y 01
10. Dresser le tableau de variation complet de g sur J. Justifier.
Toujours d’apres le cours, ‘ f et g ont le méme sens de variation sur R ‘ (il suffit sinon d’observer que

les dérivées sont de méme signe vu la formule les liant) ainsi g est croissante sur | — 1, 1].
De plus lim f(z) =1« limg(x) =400 et lim f(z)=-1< lim g(z) = —oco |dou:
T—+00 z—1 T——00 r——1
x -1 0 1
g'(z) +
+0o0
—00

11. Tracer, dans un méme repere orthonormé, I’allure des courbes C; et C,. On fera appa-
raitre les résultats des questions précédentes.
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PARTIE C - Expression de la fonction réciproque

1 1
On consideére la fonction h: 2z — - In ( + :1:) .

2 1—=x
12. Déterminer le domaine de définition D; de h.
1
h est définie si, et seulement si, 1 T > 0 |, un rapide tableau de signe de cette quantité montre
que‘ D, =] -1,1] ‘
T —00 -1 1 +00
142 - 0 + +
1—-xz + + 0 -
142z
1—2x

13. Soit = € Dy. Justifier que f(x) appartient a D) puis montrer que (ho f)(z) = .
D’apres le tableau de variation obtenu & la question 5. il est trivial de voir que f(z) €] — 1,1[= Dy, ‘

5

Yz €R, (ho f)(a)]

5

e2T 41421
621_;’_]_
In e2r+1—(e27—1)

€27 41

()

=

Il
N~ = N~ NR N~

— —
= =
/C—B\ P
Hm —
_l’_
o (0|0
N[N N

8| 8

+
===
N———

|
[&]

14. Soit x € Dj,. Montrer que (f o h)(z) = x.

e2h(:r) -1

th(x)+1

14z 1

= 7%_7_5 car 2M®) = i—i_w
+1 -

1—=x

l+xz—1+4=2
1—=x

l4+z4+1—2z

l1—=z
2z

x

= [z]

vz eR, (foh)(x)| =

15. Que peut-on en déduire sur h?
‘ On en déduit bien entendu que h est la bijection réciproque de f , c’est a dire h = g!
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DEVOIR SURVEILLE N°1

16. Vu ce que représente h, justifier comment le concepteur du sujet a trouvé cette expression.
Soit x € R et y €] — 1, 1] alors

B e2h(z) _ 1
Y= e 11
y(e?* —1)=e? +1
(y—1)e** =y +1

1
62‘%:& car y # 1
y—1

1
2z =1In <y+1) car y €] — 1,1[ et In est bijective sur R*

11 y+1
r=—-In|>*——
2 y—1
y+1
y—1

y = f()

r ¢ ¢ ¢

T

1
Ainsi f71 iy — 3 In < ) et on retrouve bien I’expression de h proposée.
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