PCSI, Dérivation Fiche 13

Notion de dérivée
Exercice 1 Si f est dérivable et paire (ou impaire), que dire de la parité de f/ ?
Exercice 2 Soit f (z) = |:c3 (z— 2)}, étudier la continuité et la dérivabilité de f sur R.

Exercice 3 Déterminer a et b réels pour que la fonction f définie par f(z) = /x si0 <2 <1 et f(x) =az® +br+1 si
x > 1 soit dérivable sur RY .

Exercice 4 Soit f () = z*, peut on prolonger f sur Ry, le prolongement est-il dérivable sur Ry ¢
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Exercice 5 Etudier la continuité, la dérivabilité et le caractére C* de la fonction définie par f(x) = { 0o 0
six =

1
Exercice 6 FEtudier la dérivabilité de f (x) = sinx sin . sizx#£0 et f(0)=0.

Exercice 7 Calculer les dérivées suivantes (donner le domaine de définition de la dérivée):
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Exercice 8 Soit P € R[X], on définit f par f (x) = P (

Quelle relation existe-t-il entre P et QQ ?

)eﬁ, montrerquef’(x)ZQ( L )elTlx on @ € R[X].

2 3h) — f2(a—h
Exercice 9 Soit f dérivable en a, calculer ’llin% frlat )h f(a )

Exercice 10 Trouver toutes les fonctions dérivables en 0 et telles que¥ (z,y) € R?, f(x +y) = f (x) + f (y) + 22y.

n
Exercice 11 Soit n € N*, on pose f (z) = (1 + e®)", calculer de deux maniéres f' (1) et en déduire que Z k (Z) =n2""L
k=0

Dérivées éniémes
Exercice 12 Soit f (z) = cosx et g (z) = sinx, montrer que f™ (x) = cos (z+nZ) et que g™z = sin (z+nZ).

Exercice 13 Soit a € R, Calculer les dérivées éniémes de

1
O (z—a) oukeN ® p— @ Injz+ql
puis en déduire celles de
@ 1- ® ln|1—x2} ©® — ota#b
1+2 (x —a)(x —b)

Exercice 14 Calculer la dérivée éniéme de

@O sin’z @ cos(z)e” ® 2" lln(x)

Exercice 15 Calculer les dérivées éniémes de

@ (2®+21—T)e* @ 2?2(1+a2)" ® T2
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1 a b _ _ . .
5 = -+ -. En déduire la dérivée éniéme de arctanx et préciser les valeurs
1+ rt+t x—1

Exercice 16 Trouver a et b tels que

qui lannulent.

Exercice 17 On considére la fonction f(x) cette fonction est clairement de classe C*° sur R.

“ T
1. Montrer par récurrence qu’il existe un polynome P, (X) tel que,

P, ()

)n+1

Vr € R, M) (g) = — 222 __
Fr@) (1+ 22

et que
Py (z)=(1+2*)P,(z)—2(n+1)z P, (z)

2. En dérivant f, on constate que Vo € R, (14 2?) f'(z)+ 2z f(x) = 0. En utilisant la formule de Leibniz sur cette égalité
que l’on dérivera n fois, établir que

Popi(@)+2(n+1)aP, () +n(n+1)(1+2) Py (z) =0

En déduire que
Py (z)=-n(n+1) P,y (2)

1 P, (z)
———— f est de classe C®sur R, Montrer que f"(z) = ———~—
/1 +x2 (1 +x2)n+§
Donner une relation de récurrence entre P, 1, P, et P puis entre P,11, P, et P,_1. Préciser P,(0) et montrer que P =
+ n + n
2
-n‘P, 1.

Exercice 18 Soit f(x) = ou P, est un polynéme.

Exercice 19 Soit f (z) = tanx, a l'aide la relation f' = 1+ f? et de la formule de Leibniz, déterminer un algorithme de
F™(0)

n!

calcul de a,, =

Exercice 20 On suppose connu lexistence (et l'unicité) d’un polynome T, tel que V8 € R, T,, (cos ) = cos (nd). Montrer
que T), est solution de ’équation différentielle

(:L,Z _ 1) y// + :vy' — n2y
Rolle-TAF

Exercice 21 A l'aide des accroissements finis, montrer que :

1. Vz €10, +o0], % <In(1+z) <=z, en déduire que l’inégalité est encore vraie sur ]—1,400].
x

2. Vx>0, ﬁ < arctan(z) < z

Exercice 22 A ['aide du théoréme des accroissements finis, montrer que :

1 1
1. — <1 1) -1 < -
Vx€]0,+oo[,w+1_n(sc+ ) n(:c)_aj
kn 1
2. Soit k un entier fizé, k > 2, déterminer la limite quand n tend vers +o0o de Z 1_7

p=n+1

Exercice 23 Soit f continue sur [a,b], on pose F (x) = / f@t)dt, a Uaide de F, montrer qu’il existe ¢ € la,b[ tel que

b
m(f) =5z [ FOd =1 ().
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Exercice 24 Soit f : [a,b] — R, de classe C? sur [a,b] et 3 fois dérivables sur ]a,b]. On désire montrer qu’il existe c € |a, b
tel que
b—a b—a)®
£ =5 @)+ 52 @)+ 1 o) - Lo

(t—a)’

0np08€¢(f)=f(f)—f(a)—%(f’(a)+f’(t))+ 5K ot K est tel que ¢ (a) = (b).

1. Caleuler ¢ (a) et ¢' (a) (aprés avoir justifié que ¢ est dérivable).
2. A laide du théoreme de Rolle, conclure.

Exercice 25 Soit f : [a,b] — R, continue sur [a,b] et dérivable sur]a,b| telle que f(a) = f(b) =0. Soit o ¢ [a,b], montrer
qu’il existe d € |a,b| tel que la tangente en d a la courbe représentative de f passe par M(a,0).

Exercice 26 Soit n > 3, montrer que le polynéme P (x) = z" + ax + b ot (a,b) € R? admet au plus trois racines réelles
distinctes.

Exercice 27 Soit f : [a,b] — R, de classe C"~2 sur [a,b] et dérivable n — 1 fois sur |a,b], montrer que si f an zéros sur
[a,b] alors 3c € Ja,b[ , f"V(c) =0.

Exercice 28 Soit f continue sur [a,+oo[, dérivable sur]a, +oo| telle que f () P f (a). Prouwver qu’il existe ¢ € |a, +oo|
r—T00

tel que f'(c) =0 (on pourra poser pour x € [0, %[, g(x) = f (a+ tanz) et prolonger g).

Exercice 29 Résoudre l’équation

ot € RY.
Application aux suites u, 1 = f (uy)
Exercice 30 On considére la suite (uy), oy définie par ug =0 et uyq1 = cos (uy).
1. Montrer que ¥Yn € N, u,, € [0, 1].
2. Justifier que la fonction cos est lipschizienne sur [0,1] et que l’équation cosz = x a une unique solution ¢ dans [0, 1].

3. Montrer que u, —— £.

n—-+oo

1

Exercice 31 Soit (un) H—Z
Un,

nen la suite définie par ug >0 et up11 =

1. Soit f définie par f (x) déterminer sup |f' (z)|. Que peut-on en déduire pour f ¢

142 [0,400]
2. Montrer que Uéquation f () = x admet une unique solution £ positive.

3. En déduire la nature de la suite (u,), ¢y -

Exercice 32 On considére la suite (uy), définie par ug € [0, %] et Vn € N, upy1 = % (4 — ui) . Justifier rapidement que
VneN, u, € [0, %] . Montrer que (uy,), converge vers 1.

Exercice 33 Soit (), oy la suite définie par ug =0 et un41 = cos (cos? (un)) .
1. Montrer que u, € [0,1].

2. Soit f définie par f (x) = cos (cos® (x)), déterminer un majorant simple de |f' (z)| sur [0,1], que peut-on en déduire
pour f ¢

8. Montrer que l'équation f (x) = x admet une unique solution £ positive. Montrer que (uy), oy converge vers L.

Exercice 34 (CCP PC 2009) Soit f définie par f () =1+ % sin (é) sur R*.
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1
1. Montrer que Vx > 0, > <f(z) <

N w

, que f(f(x)) >1 et que f est %—lipschitzienne sur [1, 400l

2. Montrer qu’il existe un unique £ > 1 tel que f () =£.
3. Soit (un), ey définie par ug = a > 0 et upq1 = f(uy). Justifier que pour n > 2, u,, existe et u,, > 1 puis montrer que

(Un)en converge vers L.

Exercice 35 On considére la suite (un), cy définie par ug =0 et uyq1 = 1+ cos (u—;) On pose f (x) = cos (%) +1.

1. Montrer que léquation f (x) = x admet une unique solution a. Préciser |«].

2. Déterminer sup |f' (z)|. En déduire que |u, — a| < 3
z€R
approchée de v & 1075 pres ?

. A partir de quel rang est-on est sir que u, est une valeur

Théoréme limite de la dérivée

Exercice 36 La fonction f définie par f (z) = cos (v/x) est-elle dérivable en x = 0 ? Si oui, est-elle de classe C* sur [0, +-00]
2

1
Exercice 37 Soit f définie par f (x) = arctan (1 + P) et f(0)= g, f est-elle C* sur R ?

Exercice 38 Soit f définie sur R par f(x) = Sl}?x siz#0 et f(0) =1, montrer que f est C' sur R.

shz

x2e”
Exercice 39 Soit f définie sur R* par f (x) = (2In|z| — 3). Montrer que ’on peut prolonger f en une fonction C* sur
R.

sh (22
—# stz <0

Exercice 40 Soit f définie sur R* par f (z) = 2z . Justifier que f se prolonge en une fonction de

(22— 1) e siz>0
classe C* sur R. Montrer que f est solution de léquation différentielle |x|y’ +2 (z* — 1)y = e~ sur R en entier.

2

t .
Exercice 41 On pose, pour t réel h(t) = or t et on définit la fonction ¢ sur [0, 7] par :
T

o) =1 et gty = )

_QST(%) pour t €10, 7).

Montrer que la fonction ¢ est de classe C* sur Uintervalle [0, 7).
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