PCSI1 DEVELOPPEMENTS LIMITES - résumé de cours 2017-2018

COMPARAISON DE FONCTIONS - DEVELOPPEMENTS LIMITES

Notion de voisinage

e Sia est un réel : on appelle voisinage de a tout ensemble de la forme |a —h, a+ h], avec h > 0,
ou contenant un intervalle de cette forme.

e Si a = 400 : on appelle voisinage de +oo tout ensemble de la forme [B, +oo[, avec B € R,
ou contenant un intervalle de cette forme.

e Sia = —o00 : on appelle voisinage de —oco tout ensemble de la forme | — 0o, B], avec B € R,
ou contenant un intervalle de cette forme.

Définition : on dit qu'une propriété portant sur une fonction f : I — R est «vraie au voisinage de
a» si elle est vraie sur 'intersection de I avec un voisinage de a, autrement dit si cette propriété est
vérifiée sur un INja — h,a + h[ (si a € R) ou sur un I N [B, +0o0o[ (si a = +00) ou sur un IN| — oo, B
(si a = —00).

Exemples : la fonction sin est croissante au voisinage de 0, positive au voisinage de 7.

La fonction exp est majorée par % au voisinage de —oo, et minorée par 100 au voisinage de 4o0.
On a /r < x au voisinage de 400, mais on a < /x au voisinage de 0.

La fonction tan n’est définie sur aucun voisinage de +o0.

Relations de comparaison : domination, négligeabilité, équivalence

Soit @ € R ou a = —00 ou a = 400, ce que I'on peut noter a € R = R U {—00, +00}.
On considére, dans cette partie, des fonctions f et g définies au voisinage de a (sauf peut-étre en
a), et qui ne s’annulent pas au voisinage de a (sauf peut-étre en a). Autrement dit, on suppose qu’il
existe un voisinage V, de a tel que, pour tout x € V, \ {a}, f(z) # 0 et g(x) # 0.
Définition : on dit que

e f(z) est dominée par g(z) au voisinage de a si le quotient o) est borné au voisinage de a.
g(x
Autrement dit, s’il existe un voisinage V, de a et une constante M tels que :

Fel) <

pour tout z € V, \ {a},

g9()

On note f(x) = O(g(z)) au voisinage de a, ou encore | f(x) = O(g(x))|.

f(x)

g()

e f(x) est négligeable devant g(x) au voisinage de a si le quotient tend vers 0 lorsque x

tend vers a, autrement dit si

limM:O.

z=a g(x)

On note f(x) = o(g(x)) au voisinage de a, ou encore | f(z) = o(g(x)) |, ou parfois, entre nous :

f(z) << g(x). S’il y a ambiguité sur la variable, on note f(z) = o (g(z)).

T—a

e f(x) est équivalente a g(x) au voisinage de a si le quotient f((xi tend vers 1 lorsque z tend
g(z
vers a, autrement dit si
lim M =1|
T—a g(x)
On note f(x) ~ g(z) au voisinage de a, ou encore | f(x) ~ g(z)| (ou f(x) ~ g(x)).
a T—a
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(r=0@) = (£ +0) & (760 = gte) x e avee tim () =0) |

> = (i bornée au voisinage de a) < (f(z) = g(x) x B(x) avec B bornée au voisinage de a) |.
g

r—a

<f ~ 9) & (g — 1) & (f(:c) = g(z) X u(z) avec lim (u(zx)) = 1) .

Tr—a

Exemple : o(z") = 2™ X (x) ou € représente une fonction telle que lim e(x) = 0.

r—a

Conséquence : o(1) représente une quantité qui tend vers 0 au point a.
a

Remarque : on a f x o(g) = o(fg) = fg x o(1). Mais aussi Ao(f) = o(f) si la constante A # 0.
Propriétés :

Il est INTERDIT D’ECRIRE f(x) ~ 0| sans réfléchir! En effet, ceci signifie que f = 0 x H,

avec lim H = 1, donc que f est constante nulle sur un voisinage de a, ce qui arrivera rarement !

Au voisinage de a : | f £ o(f) ~ f|. Et aussi : [o(f) £ o(f) = o(f)|.

Au voisinage de a : | f(z) ~ g(z) & f(x) = g(z) + o(g(x)) |
ATTENTION : f ~ g ne signifie pas, en général, que (f — g) — 0. Exemple : 23 + x fou 3.

On peut effectuer des produits, des quotients d’équivalents pour en obtenir des nouveaux. On

peut également élever des équivalents & une puissance constante.

1 1
Exemple : si f ~ g, alors f?2~¢?, = ~—, f~ /9 (sous réserve d’existence).
a a f a g a
ATTENTION : on ne peut pas, en général, sommer des équivalents ni composer des équivalents
par des fonctions quelconques. Voir cas particuliers dans le cours ou les exercices.

Pour sommer, il est conseillé d’utiliser les écritures avec les o( ). Exemple :
sin(z) —e" +V1+z = (z+o0(x) — (L+z+o0(@) + (1 + iz + o(x) =tz + o(z) ~ La.
Si f(z) ~ g(x)|, alors :

O | f(z) et g(z) ont le méme signe au voisinage de a|.

QO si lim g(x) existe, alors lim f(x) aussi et | lim f(z) = lim g(x) |
r—a Tr—a Tr—a Tr—a

A RETENIR : si f est dérivable en a et | f'(a) # 0| alors | (f(z) — f(a)) ~ f'(a) (x —a)|.

EQUIVALENTS USUELS : au voisinage de 0 i.e lorsque [u — 0],

sin(u) ~w| |tan(u) ~ul|, |cos(u) ~1| et |(1—cos(u)) ~ tu?|

sh(u) ~ul|, |ch(u)~1] et |[(ch(u)—1)~ u?|
In(l14+u) ~u|, |e"~1| et [(e"—1)~ul|
si a est une CONSTANTE : | (1 +w)* ~1| et [((14+uw)*—1)~ au|

1 1 1
Exempl :<\/1 —1>~— : 1)~ —=ul, (14 w)® —1) ~ 5w
xemples +u 5 (\/14‘—“ ) 5U (1+uw) ) ~ bu

CROISSANCES COMPAREES USUELLES :

Si a et § sont des CONSTANTES telles que , alors :

= o (%) et |2 =o0(z¥)| (ie)z*<<a® et 2° <<z
+o00 0 400 0
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Exemples :

1
3 <<332—\/_<<$<<:B <<zd<<dPlet|z?=H<<al=1<<ar=—|

+o0 +oo +oo +oo

23 <<3§ <<3§<<£E

\/_<<{E et

/3 << g7 =L

e Sia, (et v sont des CONSTANTES strictement positives i.e
2= o ()] e
Exemples :

In(z) << In(z) << In'"(x) << \/_<< T << z! << Vet = e3” <<
e Si v est une CONSTANTE strictement positive i.e ,

Q on a

Q on a

In*(z )—Jr(go(a:ﬁ) et

—+00

, alors :

In®(x )<<$5<<ew.
+oo +oo

(ex)lo )

<< el
—+00

lim (|z|%") =0

T——00 —0o0

lim (z%In(z)) =0

z—0t

NOTION DE DEVELOPPEMENT LIMITE

I - Développement limité en 0

, donc In(z) = 9 (). Exemple : In(z) =

, donc e* = o <W> Exemple : e* o) (;%2)

— 00

0 (3)-

0

On dit qu’une fonction f admet un développement limité d’ordre n (n € N) au voisinage de 0

(noté, entre nous, DL, (0)) s'il existe un polynome P(x) = ag + ayz + apx® + - - -

un voisinage de 0 :

f(x) = P(x) +o(z")  (ie)

ou ¢ est une fonction telle que (x) — 0.

Exemples :

1

e DL,(0) de 5
1

e DL,(0) de =

e DL,(0) de sin(z) = z+o(z), DLy(0) de cos(z) = 1—%+0(x2

flx) = ag+ a1 + aoz? + - - -

+ apx™ tel que, sur

+ " + x"e(x)

1

11—z

:Zxk+x"€(x) (e)|——=1+az+2®+2° -

+ 2"+ o(z") |

1
T2 k:(]( )$+$5($)(1e)1+x

=l-ao+a2? -2+

+(=1)"2" + o(z") |

2

II - Développement limité en a € R

2

), DL3(0) de ch(z) = 1+%+o(x2).

On dit qu’une fonction f admet un développement limité d’ordre n (n € N) au voisinage d’un

point a € R (noté, entre nous, DL, (a))

tel que, sur un voisinage de h =0 :

fla+h)=P(h)+o(h") (i) |fla+h)=ayg+aih+ah®+
DOI]C avec’m—a+h—>a‘et’ —lL‘—a—>O‘Z
f(x) = P(x —a)+o((x —a)") (i) |f(x)=ao+ai(r—a)+a(z—a)+ -
Exemples :
e DLs(z — 1) deé: 14% = 1—h+h?=h*+o(h?) =

h2
e DLy(z — §) de sin(z) = sin(g +h)=cos(h)=1——+o(h?) =1~

¢'il existe un polynéme P(r) = ap + a1x + agx? + - - -

+ o, z"

<+ aph™ 4+ o(h™) |.

+ ap(z —a)" + o((x —a)™) |.

2
-3/8-

1—(z—1)+(z—1)

—(z—=1)34o0((z—1)%).
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Méthode : pour obtenir un DL, (z — a) de f(x), on écrit, en posant © = a+h — a et par conséquent
h=xz—a—0, f(x) = f(a+ h) dont on cherche un DL, (h — 0). Puis on remplace h par (z — a),
SANS DEVELOPPER les (z — a)*!

IIT - Propriétés

e Equivalent : (sous réserve d’existence),
f(z) est équivalent, lorsque z — a, au 1°" terme non nul de son DL, (a).

e Définition : on appelle forme normalisée d'un DL(a) de f 'écriture :
fla+h) = hP(ag + arh + ash® + - - + a,h™ + o(h™)), avec ay # 0.
Dans ce cas, f(a+ h) ol agh® (ou encore f(z) ~ ao(z — a)P).
N T—a

e Unicité : si f posséde un DL, (a), alors celui-ci est unique, (i.e) les coefficients «y, de la partie
polynémiale (appelée partie réguliere du DL) sont uniques.
Intérét : par unicité d’écriture du DL, (a), on peut identifier les coefficients si on a deux expres-
sions de ce méme DL, (a).
Application : si f est une fonction paire, alors son DL, (0) ne comporte que des monomes de
puissance paire.
De méme, si f est une fonction impaire, alors son DL, (0) ne comporte que des monémes de
puissance impaire.

e Troncature : si f a un DL, (a), alors f posséde également un DL,(a) pour tout p < n. On
obtient ce DL,(a) tout simplement en tronquant le DL, (a) a l'ordre p!
IV - La formule de Taylor-Young

Elle permet d’obtenir les DL,,(a) pour les fonctions usuelles. Soit @ € R, n € N.
Théoréme : si f est de classe C™ au voisinage de a (i.e n fois dérivable avec une dérivée niéme
f™ continue au voisinage de a), alors f posséde un DL, (a) donné par la formule :

") (g
£ =3 D oyt o - ay)|

Autrement dit :

(2 (3) ™
f@) = fla)+ fP(a)(z —a) + ! 22'(61) (x —a)*+ ! 33l(a) (r—a)+-+ f m(a) (x —a)"+o((x —a)")
Ouencore,avech::p—aﬁoz' : '
(2) (3) ()
Fla+) = @)+ 0@+ L0 0@y I |

En particulier (lorsque a = 0) : si f est de classe C™ au voisinage de 0, alors f posséde un DL, (z — 0)
donné par :

o) = 100+ 100 + S50y 0 1 s o]

Applications : les fonctions suivantes sont de classe C™ au voisinage de 0 (i.e indéfiniment déri-

vables), donc de classe C™ pour tout n € N au voisinage de 0. Elles admettent donc un DL, (0) pour
tout ordre n donné par les formules :

= ok 2 28 x"
e DL,(0) de|exp(z) =Y — +o(z")|iele®=14+x+—+—F+ -+ —+o(z")|
Kk 2 6 n!
n (_1)k—1mk x? :L.?) (_1>n—ll_n
DL(0) de|In(1+2) =S S T Lo mp— T 4T 5T am|
o (0) de |In(1 + z) ; ? +o(z") =x 24—3~|— + - + o(z")
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D’ou DL, (0) de

k=1

[} DL2n+2 (0) de

sin(x) = Z

p=0

(=D
(2p+1)!

2p+1 $3 5

(_1)nx2n+l
(2n +1)!

4 O($2n+2) )

e DLj,11(0) de |cos(x)

n

p=0

(—1)Pz? x?
(2p)!

1‘4

+=+-

2n+1 :1
+ o(x ) 54

2

(~1)"a>

o (2n)!

4 o(mQ"H) )

e Avec « CONSTANTE : DL, (0) de

(1+2)*=

(a —k+1)

k!
k=1

1+Xn:a(a—1).(a—2)...

¥ + of

(14+x2)*=14az+

ala—1) ,

ala—1)...

(v —n+

1)

x4+

1.2

1.2.3....

(n—=1)n

z" + o(x

Ou encore (1 + z)“

ZCkx + o(x

ax(a—l)

X (o—k+1)

ch =

kx (k—

1)><

. X 2

X 1

A Tordre 3, cela donne :

Exemples :

(14 2)* =1+ az + A& Uy2 4 ol

—1)(a—2)

3+ o(x3) |

, en définissant le coefficient binomial généralisé

(notion hors-programme & rappeler).

6

1
avec o = :|:§, on obtient les DL3(0) :

2

T T
Vidr=1+2-" 4" 4o

2 8

e
1
N1 et

16 (@

V - Opérations sur les développements limités

e Combinaison linéaire : si f et g ont des DL, (0) de la forme

alors, pour A et u constantes, la fonction A f 4+ pg admet un

Mz

Exemples : DL(0) de

n

sh(z) = 2; RS + o(z¥"+?)

f(x)

CCQZH_I

P(z) + o(z™) et g(x) = Q(x) +
DL,
)+ ug(x) = AP(x) + pQ(z) + o

n

et ch(z) =

— (2p)!

o(z"),
0) de la forme
(")

x%P
+ o(x®™th).

En particulier : [sh(x)

LES

_x+—+5+o( %)

3!

Z‘5

p
2
et |ch(z)=1+ %

4

xr
+I+O( )

f(x)

Produit : si f et g ont des DL, (0) de la forme

P(z) + o(z") et g(x)

alors la fonction f x g admet un DL, (0) de la forme

ot R(z) est le polynéme produit P(x

()

P(z) +

f(x) x g(x) = R(x) + o(z")

et g(x) = Q(x) + o(a™), avec

alors la fonction g o f admet un DL, (0) de la forme

ot R(x) est le polynome composé @) o P(z

9(f(z)) = R(z) + o(z")
(z) = )

Q(P(z)) TRONQUE

,5/8,

= Q(l‘) + O(‘Tn>7

x Q(z) TRONQUE & l'ordre n.
Composition : si f et g ont des DL,,(0) de la forme

)
o(z")
(

lim /() =

z—0

A lordre n.
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e Inverse : si f posséde un DL, (0) de la forme
f(x) = P(x) + o(z") avec | lim f(x) =0

z—0
1
alors la fonction ——— admet un DL, (0) de la forme
1— f(z) )

——— = R(x) + o(z"

e = R+ o) |
ot R(z) est le polynéme composé (1+ P(z) + P*(z) + - -+ + P"(z)) TRONQUE a l'ordre n.
En résumé : pour inverser un DL, on compose, si c¢’est possible, avec le DL de 1 ou u — 0.

u
z3 4 . 3 28 6

Exemple : DL4(0) de |tan(z) = = + 3 + o(z)| (ou mieux : tan(z) = = + 5 + 3 + o(z”)).

e Primitivation : si f est continue au voisinage de 0, et posséde un DL, (0) de la forme
f(x) = P(x) + o(z"),

alors toute primitive /' de f posséde un DL, ;1(0) de la forme

F(z) = F(0) + / P(t)dt + o(x™).

0
Pour simplifier : on intégre terme a terme le DL de f pour obtenir celui de F', sans oublier la
constante F'(0). Plus généralement : si f posséde un DL, («) de la forme
f(@)=ao+a;(z —a)+ax(z — @) + az(x —a)® + -+ ap(z — )" + o((z — a)")
alors, si F' est une primitive de f au voisinage de «, cette primitive F' admet le DL, 1 («a
(2-a? (@-aP . (z—a) (z — @)+

F(z) = F(a) + ao(z — o) + a1 5 + ag 3 + +asg 1 +"'+ann7+1+o((x—a)"+1).
Exemples :
@ DL2n+2(0) de
"L (—1)pg2tt ) o B S (—1)rg2n
Arct = ~ nt2y _ .2 7 7 242y |
retan(x) 2 i1 +o(z"") = 3+5 7+ + T 1 + o(z""")
3 3 5
O DLg(0) de Arcsin(z) = x + % + 4—I0 + o).
© DLg(0) de Arccos(z) = B
e Arccos(z) = = — 2 — — — — + o(z°).
0 2 6 40

e Dérivation : ATTENTION, il se peut que f posséde un DL, mais que f’ n’admette pas de
DL, (voir cours pour un exemple). On posséde néanmoins le résultat suivant :
si f est dérivable au voisinage de 0 et posséde un DL, (0) de la forme
fz) = P(x) + o(z"),
alors, S’IL EXISTE, la dérivée f’ de f posséde un DL,,_1(0) de la forme
f'(x) = P'(z) + o(z"1).
Pour simplifier : s’il existe, on obtient bien le DL,,_1(0) de f” en dérivant terme a terme le DL,,(0)
de f. Dans la pratique, si f est de classe C'"*° au voisinage de 0, alors, grace au théoréeme de
Taylor-Young, on est assuré de I'existence de DL a tout ordre pour f et f’, et le résultat ci-dessus
s’applique sans probléme. Exemple : trouver le DLg(0) de tan en utilisant tan’ = 1 + tan®.

VI - Applications des développements limités.
e Recherche d’équivalents, calculs de limites
Voir exercices.
e Lien avec la dérivée premiére
Si f admet un DL;(a) de la forme | f(x) = ap + a1 (z — a) + o((z — a)) |, alors :
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Q© h_r)n f(z) = .

O si ap = f(a) i.e si f est continue en a, lexistence du DL;(a) permet d’affirmer que

‘f est dérivable au point a, avec f'(a) = oy ‘

Dans ce cas, 'équation de la tangente A au graphe C; de fest:|Y =ap+ (X —a)|

QO si on a un DLyy(a) de la forme | f(x) = ap + a1(z — a) + ap(x — a)? + o((x — a)?) |, avec

un entier p > 2 et |, # 0|, alors on a I’équivalent, au voisinage du point a

/(@) ~ (00 + an(w — a))] ~ ala— a”
qui permet de déterminer la position (locale) relative, au voisinage de a, de la tangente A
et de la courbe C;. En particulier, si p est pair, la courbe reste localement, au voisinage
de a, au dessus ou en dessous (selon signe de «y,) de cette tangente A (point ordinaire), et
si p est impair, la courbe est «traversée» par cette tangente au point a (point d’inflexion).

Complément : il y a méme une équivalence entre étre dérivable une fois et avoir un DL;.
Précisément :

(f aun DLy(a) : f(z) = f(a) + a(z — a) + o(x — a)) < (f est dérivable une fois en a et f'(a) = a) |.

Attention : cette équivalence ne tient plus a partir de 'ordre 2 (voir cours sur la dérivation).

e Comportement asymptotique
Lorsque z — +o00, si f(x) — do00, on étudie la nature de la branche infinie.
On cherche un équivalent simple de f(x) de la forme f(z) o~ g(x).

On a donc f(x) = g(z) x u(z) avec lirin u(z) = 1.
T—r00
1
En posant h = —, on a, avec © — 00, h — 0. On peut donc chercher, s'il existe, un DL, (h — 0)
T
1 1 1\ 1\
—ul =) = p Py — 4. - -
de u(x) u(h> 1+oih+---+aph +hgo(h) 1—1—041:6—1— +ay, (x) —|—z_>oioo(<x) )

Puis, en multipliant par g(x), on obtient ce qu’on appelle un développement asymptotique
de f(x) au voisinage de +o0 :
o) o, o (49)
x

F(@) = glaula) = gla) + X 4y 0 Ty (O
Un cas particulier (courant) : 'équivalent de f(x) en +oo est de la forme g(z) = Sx9. Dans ce
cas, le développement asymptotique de f(z) en 00 s’écrit comme une combinaison linéaire de
puissances décroissante de x, puissances d’abord positives puis éventuellement négatives. Cela
permet d’en déduire des courbes (polynomiales) asymptotes et la position locale, au voisinage

de Fo00, entre ces asymptotes et Cy.

Exemple : f(z) = (z — 2) exp (%) = (x — 2)€1iz, On a clairement : f(z) o~
_— X o0

_ [f@) _1 . S oy Z _h
On pose u(x) = " I_:Zol,eth—x%O.u(x)—u(h)—hf(h)—(l 2h) exp 1)

1 5
expression dont on cherche un DLy(h — 0). On trouve u(z) = u(ﬁ) =1—-h-— §h2 + o (h?),

h—0
: Cf@) 1 5 1 . B 5 1
ieu(x) = = - ) + m_gm(?), pulz fl@)=2—-1- By + r_}‘?ioo(;)'
On en tire 'équivalent [f(z) — (z—1)] ~ —— —0.

r—+o0 2%
D’ou I'existence d’une droite asymptote A, d’équation Y = X —1. De plus, comme f(x)—(z—1)

est du signe de —5, 2 voisinage de 00, on a C; au dessus de A au voisinage de —oo, et en
x

dessous au voisinage de +o0.
Remarque : lim+( f(z)) = —o0, donc présence d'une droite asymptote verticale X = —1.
z——1
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Développements limités usuels & connaitre

1
e DL,(0) —Zx +o(x 1_96:1+a:—|—a:2+:v3+---+x”+o(x”).
e DL,(0) de L o (—1)* 2" 4 o(z™) i.e ! =l—a+a2*—2°+ -+ (=1)"2" + o(z")
" l+z & 14z '
DL, (0) d () ikar(”) =1+ +x2+x3+ +xn+(”)
3 e ex = — +o(z") le|e® = r+—+—+-+—+Foa")|
P L 2 " 6 n!
n -1 k—1,.k 2 3 —1 ) lpn
o DLn(O)deln(l—i—x):;( )k ’ +o(z") i.e ln(l—l—x):x—%qL%—i—---—l—( )n ’ + o(z")
" ok o T z" .
e DL,(0) de —In(1 —x) = ?—{—o( ) —ln(l—x):$+3+§+---+——l—o(x).
n
k=1
n ( 2p+1
e DLy,;2(0) de sin(x pz; 2p+ 0 + o(z2™?) ie
) 333 ZL‘5 (_1)nx2n+1 S
SlIl() x_E+EO+ +W+O($ )
— (=1)Pa® 2 :
DLs,41(0) d = —_— nH) i,
e DLy, 1(0) de cos(x) pz; o) + o(z”") ie
a? (=1)ra® 2n+1
cos(x) =1— Tt t --+W+o(:c )|
N “ala—1).(a=2)...(a —k+1) " = o
o DL,(0) de (1+42)* =1+ 2 wFto(a") =) Chaf+o(z") ie
k=1 k=0
ala—1) , ala—1).(a—2) 4 ala—1)...(a —n+1)
1 =1 n ny |
(Ita)f=1ltars —57—w N Ay o ek B
Exemple : DL3(0) de | (1 +2)* = 1 + au + A2 g2 ¢ aloemllomD s 4 3 |
m o (—1)Pyp2ptl
e DLs,.2(0) de Arctan(z) = ; % +o(z? ) ie
3 5 —1)* 2n+1
Arctan(x):x—%—i-%—H-—l—( Qiil + o(x*"?)
3
e DL4(0) de |tan(z) = x + 3 + o(z*) |,
Développements limités a savoir retrouver
2 2 1 r  3r? 5a3
DLy(0) de|vVIta=1+2—— 4+ | S 2 ),
e DL3(0) de |V1+z +2 8+16+() e T 5t 5 16+o(yc)
—~ 7t 2n+2 ~ 2 n+1
e DL(0) de sh(z) = — + o(z™ et ch(z) = + o(x™" ).
(0) de sh(r) = 3 Gl +0a™™) et ch(a) = 3 o ol
p=0 p=0
3 2 5 3 3z 5
e DIs(0) de |tan(z) :x+%+%+o(:&6) et Arcsin(z) =z + % —|—4—0 + o(2%) .
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