PCSI1 CALCULS D’INTEGRALES/PRIMITIVES - résumé de cours 2017-2018

RAPPELS-COMPLEMENTS sur INTEGRALES et PRIMITIVES

I - Rappels sur la notion de primitive - lien avec l’intégrale

Soit f, une fonction définie sur un intervalle I de R (a valeurs dans R ou C).
Définition :
On dit qu’une fonction F' est une primitive de f sur [ si

e F'est dérivable sur [

e la dérivée de F' sur [ est la fonction f, (i.e) Vo € I, F'(z) = f(x).

Existence de primitives :
Le seul résultat a notre disposition, pour l'instant, est le suivant (preuve provisoirement admise) :
Théoréme : si f est une fonction continue sur un intervalle I, alors

e f admet des primitives sur cet intervalle I.

e pour tout a fixé dans 'intervalle I, la fonction H définie par

Vo eI, H(z / F(t)dt
A(H(x) _d(f7 f()at)

dx dz
e toute primitive F' de f sur 'intervalle I est égale & H a une constante prés,
(i.e) il existe C' € R telle que : Vz € I, F(x) = H(z) + C.

= f(a).

représente une des primitives de f sur U'intervalle I : H'(z) =

Précisément : pour a € I, on a la formule |Vx € I, F(x / f(t)

B
De plus, pour tout «, § dans [ : / f()dt = F(B) — F(a) = — H(a).

e la fonction H ainsi définie vérifie : Vo € I, H'(xz) = f(x), avec f continue sur I.
Donc, H est une fonction de classe C* sur 1.

De plus, H(a / f(t)dt =0 : H est LA primitive de f qui s’annule au point a.

ATTENTION : ces résultats ne peuvent s’appliquer que si on travaille sur un intervalle!

Remarque : toute primitive de f sur [ n’est pas nécessairement de la forme de H.

Par exemple, ch est une primitive de sh sur R, et pourtant il est impossible de trouver a € R tel
x

que : Vz € R, ch(z) = / sh(t)dt = ch(z) — ch(a) car ch(a) # 0.

a

A retenir : / f(z)dz existe SI la fonction f est continue sur le segment [a, b].

T
Notation : si f est une fonction continue sur un intervalle 7, la fonction {x > / f (t)dt} permet de

représenter UNE primitive de f (pas quelconque, voir remarque ci dessus), ot le point «.» désigne
un réel quelconque de l'intervalle 1. C’est une notation pratique lorsqu’il s’agit juste d’exhiber UNE

primitive de f sur /. Autre notation : les écritures {x — / f (x)dx} (en précisant x € I), ou / fs

) s < e , . - dx
représentent une primitive de f (& utiliser avec précaution : voir ’exemple ] ).
rzlnz
Exemples :
o sur [ =] —1,+1], / ———=dx = Arcsin(z) + C (C' = une constante).
V1—2?
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1 1
o sur I =R, /sin(3x)d:v =3 cos(3z) + C, /—daz = Arctan(z) + C.

1+ 2?2
Rappels
Soit f et g, deux fonctions CONTINUES (i.e C°) sur le SEGMENT [A, B]. On a :
B B B
. / (Af(t) + pg(t))dt = )\/ f(t)dt + u/ g(t)dt|ou A, pu constantes (linéarité).
A A A

B B
e [Si f>0sur A, B]| alors / f(t)dt est un réel positif : / f € R (vérifié si| A < B)).
A A

B B
e |Sig< fsur A, B]| alors / g < / f (croissance de Uintégrale, vérifié si| A < B)).
A A

B B
/ f‘ g/ |f| | (inégalité triangulaire, vérifié si )
A A

B B
[ o< [C181| i i [A<B),

A A

/AB f(t)dt' < /AB |f(t)|dt, (i.e)

e |Si|g| < C sur [A, B]| (C constante) alors

II - Intégration par parties

On dit qu'une fonction f est de classe C! sur un intervalle I si f est dérivable sur I ET si sa

dérivée est elle-méme continue sur [ : | (f C! sur I) < (f dérivable et f ' continue sur I) |
Proposition
Si u et v sont des fonctions de classe C' sur 'intervalle [a, b], alors

[ e = )z~ [ uear

autrement dit
b b
/ o' (H)v(t)dt = u(b)v(b) — u(a)v(a) — / w(t)v'(t)de.

Preuve : la fonction g = uv est de classe C' sur l'intervalle I = [a,b] (comme produit de fonctions
C1). Sa dérivée, continue sur I'intervalle I, est ¢’ = u'v + uv’.

La fonction g est donc une primitive, sur I, de v'v + uv’, fonction continue sur . Ainsi,
b b

(o +w)(B)dt = g1 don /<u’v><t>dt+ / (wt')(1)dt = [g(b) — g(a)

par linéarité de I'intégration. D’ou le résultat. ‘

Proposition (intégration par parties et primitives)

Si u et v sont des fonctions de classe C! sur un intervalle I, alors
X

Vo e l, /ff ' (t)v(t)dt = u(z)v(z) — / w(t)'(t)de

ou encore

sur [ : /u'(m)v(a:)dx = u(x)v(zr) — /u(m)v'(a:)dx

b b
sur [ : /u'v = uv — /uv' et sur [ = [a,b] : / w'v = [uv]’ —/ uv’

Exemples :

’ 2x 1 2x 3 ’ 1 2x 1 2z 3 1 2213 o 6 1 / 2
. reda = [ze*x]y— [ ze*dx = [zex]y—[-e*]; = —€”——, avec v/ (x) = e**, v(x) = x.
; 2 ) 2 471
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e La fonction In est continue sur lintervalle I =|0, +o0] : elle admet donc des primitives sur cet

intervalle. On a donc, en posant u/(t) = 1, v(t) = In(t), puis u(t) =t et v'(¢) = } :

vrel, / In(t)dt — / 1 In(t)dt = 2. In(z) — / t%dt — 2ln(z) — / 1dt = 2In(z) — z.

Conclusion : sur |0, +o0], /ln(x)d:c = z.In(x) — x| (& une constante prés).

1
e On sait que, sur R,
d / 14 a2

1 1 —2x T 24+1-1
1. dz = . — ———dr=——-+4+2 | ——————d
/ 1122~ "1t /I(l—i-xQ)2 v 1—i—x2+ /(1—1—952)2 v
1 T 1 1
d’ov 1. dz = 2 de — | ————=d
ou/ 1+ a2 . l—i—x2+ (/1+x2 . /(1+x2)2 I)
1 1 x 1
don | — —dz=- dz ).
0u/(1+x2)2 v 2(1+x2+/1+x2 x)

dz = Arctan(x) + C. Mais d’autre part,

1 1 1
Autrement dit, sur R, /mdx = iArctan( x)+ 37 fﬁ + C (avec C € R)
1
. /ln(:z:)dx = [zln(x)] — /x;dx = xln(z) — / ldz = zIn(x) — x + K (K constante).

o /wexdx = [x.e"] — / l.e®dr = ze® — e + K.

1
;dr = . Arctan(z )—§ln(1+x2)+K.

. / Arctan(z)dz = [z.Arctan(s / .
. / 2 tan?(z)dz = [z (tan(z / 1. (tan(z) — 2)dz = = tan(z) — %2 +1n (Jeos(z)]) + K.

. /xsin(m)dx = [z.(— cos(x))] — / (—cos(z))dz = —x cos(z) + sin(z) + K.

IIT - Changement de variable dans une intégrale

Proposition
Soit ¢, une fonction de classe C! sur le segment [«, 5], et f, une fonction continue sur ¢([a, 8]).
Alors, en posant p(a) =a et p(8) =0

/ F()da = / " fla)de = Kf(so(ﬂ)d(ﬂdt

Preuve : f étant continue sur [ = ([a B]), elle y admet des primitives. Notons F' une de celles-ci.

On a :
/f )dx = F(b) — F(a).

D’autre part : la fonction ¢ étant de classe C* sur [a, (], ¢’ est continue sur [a, 3], donc la fonction
[t — f(p(t)) x ¢'(t)] est continue sur [«, 5] (comme produit et composée de fonctions continues), et
admet [t — F(¢(t))] comme primitive car la dérivée de la composée F oy est (Fop) = ¢' x (F'op)

ie (Fo go) = ¢ X (f o go)ﬂou encore [F ()] = ¢’ x f(p). D’ou X
/ fe / [F(@)) = [F(@)]a = F((B)) = Flp(a)) = F(b) = F(a) = / f(z)dz

Pratique : on veut calculer I'intégrale / f(z)dx. On pose z = ¢(t) ou la fonction ¢ (bien choisie)
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est de classe C'' sur un intervalle contenant deux valeurs «, 3 telles que a = ¢(a) et b = p(f).
t Q 15}
r=(t) [ a=p(a) | b=p(p)
ou ¢ est de classe C'! sur [, 8] ou [B, a]. On remplace tous les x par (t) et dz = /(¢)dt.

On effectue le changement de bornes :

de(t) dz
En effet : ¢'(t) = ———% = — d’ou ¢'(¢)dt = dz.
neffet : (t) = —— = — dou ¢'(?) x |
Autre présentation : si on a une intégrale de la forme I = / o) (t)dt, avec o fonction de
@(B) ¢
classe C! entre «v et 3, alors [ = / f(z)dz.
e(@)

Cas courant : si ¢ est, en plus, bijective, alors z = p(t) < ¢~ (z) = .
b
Si 1) = ¢! est dérivable, on a t = ¢(z), dt = ¢'(z)dz et I a
v=v ple), b= gade et =y Toa) [00)
Attention : aprés changement de variables, il ne doit subsister, dans I'intégrale, que des termes en la
nouvelle variable avec les bonnes bornes (pas de mélange entre les différentes variables) !
Exemples :

e Montrer 'égalité /2 cos"(z)dx = /2 sin”(x)dz (pour tout n € N).

T _

0 0
On effectue le changement de variables z = 3

T 2 0 bl
tﬁ 2 2 .D’ou/ cos" (x)dz :/ Cos”(ﬁ—t)(—dt) :/ sin”(t)dt, d’ou le résultat
r=5-t]0]% 0 : 2 0
car r et t sont des variables muettes dans les intégrales.

Rem : t — z = ¢(t) = 5 —t est bien une fonction C* sur [0, Z].

t dans la premiére intégrale : do = —dt,

™

0 a
e |Si f est paire sur [—a, +al, alors / f(z)dx :/ f(z)dx.
—a 0

En effet, avec le changement de variable y = —x (i.e) t = —y,onadzr = —dy et

0 0 +a +a
vou [ fade= [ seni-dn= [ sew= [ s
—a +a 0 0
car f paire (donc f(—y) = f(y). D’ou le résultat (z, y sont des variables muettes).
+a 0 a a
On a donc prouvé : si f est paire, alors fz)dx = f(x)dx—l—/ fz)dx = 2/ f(z)dx.
—a 0 0

—a

0 a +a
De méme, |si g est impaire, on prouve / g(z)dx = —/ g(x)dz puis / g(z)dz = 0.
0 —

—a a

e De méme, a 'aide d’un changement de variables,
alors :

si f: R — R est une fonction T-périodique ‘,

b b+T atT b+ T T
vever | [r= [ riwus| [T a= [ a= [ g
a a+T a b 0

2 sin(t) cos(t)
1 + cos?(t)

e On veut calculer A = /
0

x = cos(t) | cos(0) =1 | cos(
t 0
T

0 Loy 1 In2
Dou A = —dx) = dr = [=1In(1 2 = —.
ot /1 o2 /0 1 +a2 {2 ( J”C)] 2
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Rem : ¢ — 2 = ¢(t) = cos(t) est bien une fonction C* sur [0, 5].

° On veut calculer A / mdt

On pose x = tan(t) donc dx = COS2(t) 1 dt et T = ttan(t) tan(%) =0 tan(zz) =1 ‘
1
T cos?(t) 1 1 1
D’on A = dt. O 11 2(4) = —
ot /0 3 + cos?(t) cos?(t)  rappelle cos™(f) 1+ tan?(t) 1+ 22

1 1 1 1
S 1 1 1 1 1
D’oﬂA:/ﬁdx:—/ ﬁdfﬂ:—/ ﬁdfﬁ:—
0 3+ = 3Jo 2?43 3Jo 2?4 (5) 3

Donc A = ?Aretan(?).

Rem : t — o = p(t) = tan(t) est bien une fonction C* sur [0, Z].
Remarque : on a utilisé, avec a, b réels fixés et a # 0 :

dz 1 xr+b
/m—aAmtan( a )+O sur R.

dx 1 dx
Preuve : posons F(x) :/m = g/ (m_er)Q 1

b
On effectue le changement de variable ¢ = b d’ou dz = adt.

1 dt 1 dt 1
On a F(x) = = / (t;ﬁ = - / e aArctan(t) + C, puis on n’oublie pas de revenir

1 b
en la variable z, d’ou F(z) = —Arctan (x i ) +C.
a

a

X

vo+1
Onposet = /x + 1 doncz = t>—1 puis do = 2tdt et

dzx.

1
e On veut calculer A = /
0

t=vVr+1|/0+1=1[V1+1=+2

T 0 1
V2 42 V2 3 V2
e —1 t 2 —14/2

D’ouA:/ 2tdt:/ 202 —1)dt = |2 = — ¢ = ‘/_.

1 t 1 3 1 6
Rem : t — x = ¢(t) = t> — 1 est bien une fonction C* sur [1,v/2].

1
e On cherche une primitive de f : = — f(x) = ——————=, définie et continue sur 'intervalle

1++vVzx—1

[1, +00[. Ces primitives existent donc sur cet intervalle [1, 4o00].

1
On en note une F(z) = | ———=dx
(@) / 1+vr—1
Posons le changement de variable t = o — 1, i.e z = t* + 1 = ©(t) : ¢ est une bijection de
classe C* de 0 [0, +oo] vers [1, +oo[ et dz = 2tdt.

t+1— 1
—d—2 —dt—2 1l———|dt=2(t —In(1 +¢ K.
SR ey [EE | (S PR
ET ON N’OUBLIE PAS de revenir a la variable initiale!

1
D’ou F(x) = H—\/mdm =2(Vz—1—In(1+ vz —1))+K sur I'intervalle [1, +oo[ (K

constante réelle).
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IV - Quelques méthodes de calculs de primitives :

Inverse d’un polynéme du 2794 degré

On cherche / ;
ar?+br+x

e P a deux racines réelles distinctes r; # r5 : on décompose

dz ou P(z) = az® + bx + ¢ (avec a # 0, coefficients réels).

1 1 1 o) B X < :
= = — + ol «, [ constantes & déterminer.
ax?4+br+c alr—r))(z—ry) al\zx—r1 T—19

1
Puis /mdm = (aln|z — 7|+ fln|x — ry|) + K sur tout intervalle I sur lequel

P(z) # 0 (i.e ne contenant ni ry, ni 7).

1 1 1
e P a une racine réelle double ry : on décompose =— .
ar? +bxr+c a(r—rp)?
1 1 —1
Puis /—dx == + K sur tout intervalle I sur lequel P(x) # 0 (i.e ne
ar? +bxr + x a \x—rp

contenant pas rg).
e P a deux racines complexes conjuguées (b> — 4ac < 0) : on écrit

ar’ +br+c=a ((x +B)? + 042) (mise sous forme canonique) ou «, (3 réels, a # 0.

1 1 1 1 1
Puis/—dx:—/—dx:—x—Arctan z+h + K, sur I =R.
ar?+br +x a) (z+p)2+a2 a  « a

Produit exponentielle-fonction trigonométrique

On cherche / e cos(bx)dz et / e sin(bx)dz, avec a et b constantes réelles.

, , 1
Rappels : | e = cos(t) + isin(t)|, | e*"# = e*(cos(B) + isin(S)) | et /ewzdx = —e“"|siw e C".

e On remarque

/e‘” cos(br)dz = Re (/ e“xe’(bx)dm) = Re </ e(““b)”dx) = Re < , e(‘”“’)x) = ...
a+1ib

e De méme

/e““ sin(br)dz = Im (/ e‘”’el(bx)dx> =Im (/ e(““b)xdx) = Im (—,e(”’b)m =...
a—+ b
/

e Autre méthode : avec deux intégrations par parties successives (v' = €*, v = cos(bz) ou
sin(br))
1 b
/e‘” cos(bx)dx = [—e‘” cos(bx)} + —/e“w sin(bx)dx + C
a a
1 b [[1 . b N
e cos(bxr)dx = ae” cos(bx)| + — ae” sin(bx)| — a/e” cos(bx)dx | +C d’ou ...
a

Produit de cos et sin
On cherche /cosp(x) sin?(x)dz.

e Sip ou ¢ est un nombre impair, ¢’est facile (apparition de [ cos(x) sin”(x)dx ou [ sin(x) cos™(z)dz).

Exemple : /cosS(x) sin(z)dz = /cos4(x) sin(z) cos(x)dx = / (1 — sin®(z))? sin*(z) cos(x)dx

Puis [ cos’(x)sin*(z)dz = [ (1 — t?)?*t*dt en effectuant le changement de variables ¢ = sin(z)

(et dt = cos(x)dz), ce qui revient a primitiver un polynome.
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e Sip et ¢ sont tous les deux pairs, on linéarise :

ei:v + e—ix p el — e—ix q
cos?(x) sin?(x) = ( 5 ) ( 57 ) = développement... = Z (ay cos(kx) + by sin(kx)).
i
k

1 —1
Par linéarité, cela revient a calculer les / cos(kx)dx = z sin(kz) et / sin(kz)dx = - cos(kx).

Produit d’un polynéme avec (cos ou sin ou exp)

Méthode générale : on intégre plusieurs fois par parties (autant que le degré du polynéme) de fagon
a diminuer le degré du polynome dans 'intégrande, jusqu’a obtenir une constante en facteur de la
fonction cos, sin ou exp. Plus précisément :

. /cos(am)P(x}dx = %sin(aw)P(x) - é/sin(aw)P’(w)dx.

o /sin(ax)P(x)dx = —2 cos(ax)P(x) + é/cos(ax)P'(a:)dx.

1 1
o [ ¢Plx)de =—-eP(x)— - /eaxP/(x)dx.
a a

ou deg(P’) = deg(P) — 1, et on itére le procédé pour continuer & faire baisser le degré du polynéme.

Primitives de quelques fonctions composées (a une constante prés sur /)

Soit u, une fonction dérivable sur un intervalle I alors :
/

e — =u/'u! se primitive en In(|ul).
u

N

1
e v/'u® se primitive en 1u°‘+1 SILa# —1.

a +

2 2
Exemple : u/v/u se primitive en gu% = gu\/ﬂ

N

B e o 1 1 1,
e — = UU se primitive en = u
uP P B_1uP1 1-8

u
Exemple : — se primitive en 2+/u.

Vu
e u'e" se primitive en ev.

u’ u’
° se primitive en Arctan(u),
14+ u? P () 1 —u?

SL 3 # +1.

/

1+4+wu
1—u

).

se primitive en —Arcsin(u) ET Arccos(u).

se primitive en 5 In <

e u'sin(u) se primitive en —cos(u), ' cos(u) se primitive en sin(u).
u —u

e ——— se primitive en Arcsin(u), ——

V1—wu? P S V1—u?
!/

o LQ se primitive en In(u + /1 + u?) .
u

Vu? —1

vitu
' {F(u) n(u++vu?2—1) siu>1surl

s =1
— t
* 5¢ PHIHILIVE €l —F(—u)=—In(—u++vu*—1) siu<—1surl

u/

u'(1 + tan®(u)) = T se primitive en tan(u).

u'In(u) se primitive en (uln(u) — u).
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Dérivées usuelles (w = constante) :
f(x) f'(x)
2", oin €N na" !
f(x) f'(x)
1 _ o o —n _ n ch(z) sh(z)
ik A oun &N an——nxx Sh(z) oh(z)
N — h(z) 2 1
0 =T th(z) = 2 1 —th*(z) =
x", oun €z nx (z) chz) (z ch?(z)
cos(z) — sin(x) Arcsin(x) Vi
cos(wz) —w sin(wz) A @)
rccos(z -
sin(x) cos(z) V1—a?
sin(wx) w cos(wx) Arctan(z) 1122
1
t 1 + tan?(z) = 2
an(x) + tan®(z) o2 (2) In(z 4+ V22 + 1) -
~ cos(x) 0 v —1 1
cotan(x) = Sin(2) —1 — cotan®(x) = () In(z + V2% = 1) ——
1
In(x) o 1 1+
—1In
1 2 l1—2x 1—22
In(wz) = In(w) + In(z — —
(w0) = ) + (o) : PR I e
Inz 1 1 " ne
log,(x) = — — X =
Ina Ina = NG
exp() exp(x) 2\/x
exp(wz) wexp(z)
a® = e*@ o1 g € RF* In(a) x a*

Régles de calculs sur les dérivées :

(f+9)=Ff+g

(Af) = Af" ou A =constante

(Af + pg) = Af + pug' ou A\, p =constantes

(fxg) = xg) +(fxd)

(i)::fxg—fxg’
g 9

(fgh)" = f'gh+ fg'h + fgh'
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Exemples de dérivées de fonctions composées, u et v fonctions, a constante

(") =u'e (In|u]) = s <1>, = _Z/
u u) u
N B (2) = o
(sinu) = v cos(u) (cosu) = —u'sin(u) | (tanu) = COS2/(U) = /(1 + tan®u)
(sh u)" = w'ch(u) (ch u)" = w'sh(u) (th u) = cl:j;u = /(1 — th?u)
(Arcsin u) = \/%142 (Arccos u) = \/% (Arctan u) = . jiluQ

ATTENTION : |(

u’) =

(ev ln(u))' —

/
<v’ In(u) + vz) u?
u

Tableaux de primitives usuelles, w, n, a, o constantes

F(X) A une constante prés par intervalle T

Arcsin(z) ou —Arccos(x) sur I =] — 1, +1]
—1
e Arccos(z) ou —Arcsin(z) sur [ =] — 1, +1]
V1—2?
1
e Arctan(z) sur I =R
x
1 1
SR —Arctan <£> sur I =R
a*+x a a
1 1 b
—Arctan Ty sur / =R
a? + (x + b)? a a
1

In(z ++vV1+2?)sur I =R

{ In(z + Va2 — 1) sur I =] + 1, +o0]
—In(—z + V2?2 —1) sur I =] — oo, —1]

1+2x
1_

1
5(1n|1—|—:v| —In|l —2z|) =

1
—ln<
2

> sur [ avec £1¢ 1
T
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f(X) F(X) a une constante prés par intervalle
1
" n—i_%—xn—l-lﬂn#_l
_ n - n+1
@-a) )
., I ] —1
o —n+1 ~ (n—1)an!
sin # +1
1
e a+1l'a+18_1047£—1
1
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: u(la)
1
1 —
f”f“ a(je — al
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VT ve
exp(z) exp(x)
exp(wx) L exp(wz)
n(a) L 47
In(a)
sm(x) — cos(z)
os(x) sin(x)
tan( ) = _:g;((ﬁ% —1In| cos(z)]
cotan( ) = Z?;((g In | sin(x)|
m = 1+ cotan®(x) —cotan(z)
COSQ(:E) = 1+ tan*(z) tan(z)
sin(wx) — L cos(wx)
cos(wx) Lsin(wx)
1+ (tan(wz))? = Cosgl(w ) = tan(wz)
sh(x) ch(x)
ch(x) sh(x)
thz) = (S:hE; In(ch(z))
— p p—
1 — (th(x)) e th(z)
In(x xln(x) —x

V - Cas de fonctions a valeurs complexes

Si a € C (constante complexe), les formules suivantes sont encore valables :

et

Rappel . ta-l—ib — e(a+ib) In(t) _ ealn(t) <

1
/eatdt = e+ K
a

sia#0 (et K €C)

tOH—]. + K

1
/ﬁ&:——-
a—+1

sia# -1 (et K €C)

e = caln® » (cos(bln(t)) + isin(bln(t)))
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