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Arithmeétigue

Le pére Rouault vint apporter a Charles le paiement de sagaerbise,
soixante-quinze francs en pieces de quarante sous.
Gustave FLAUBERT, Madame Bovary, 1857.

Pour bien aborder ce chapitre

Un trés beau chapitre. Tellement beau que nous allonstertdsux fois ! En effet, il a beaucoup de points communs avec
le suivant. On peut expliquer ces points communs a l'aidedledorie des idéaux d’'un anneau, mais ce n’est pas I'objet
ici.

Par ailleurs I'arithmétique a toujours fasciné les homntessmathématiciens comme les profanes. Avec un peu de cu-
riosité et d’observation, n'importe qui peut conjectures gbropriétés qui peuvent s'avérer ardues a démontrer. @n pe
par exemple contempler le tableau des derniers chiffrag geur0 <i <9 et1 < j <5. Une explication viendra plus
tard...

[\if[1f2]s]4]5]6[7[8]9]

1 1121345671819
2 114]19]6]5]6]9

3 118]17]14]15]|6]13]12]9
4 116]1]6]|5|]6|1|6]|1
5 1121345671819

Par ailleurs, on peut s’émerveiller devant les nombres @resmle mystére de leur répartition et la beauté gratuite de
leur étude. Gratuite ? Rien n’est moins sir! La découvea dlgorithme rapide de décomposition en facteurs premiers
mettrait & mal bien des codes secrets et I'arithmétiquessstrl un secteur d’'étude stratégique.

Parmi les nombreux mathématiciens qui se sont intéressastarhétique, le nom de Gauss se détache. Toute sa vie
durant il est revenu sur des problemes d’arithmétique. Maigeut citer Euclide, Diophante, Fermat, Legendre, Etler e
Ramanujan.

L'arithmétique est une école de rigueur. Mais une fois lesané&mes acquis, ce chapitre devient une récréation.

20.1 Relation de divisibilité, division euclidienne
20.1.1 Relation de divisibilité

DEFINITION 20.1 © Divisibilité
Soient deux entiers relatifg, b) € 2. On dit que I'entiera divisel'entier b si et seulement Sk € Z tq b = ka.

") Notation 20.1 On noteraa | b (se lit «a divise b ») le fait que I'entiera divise I'entierb.

Remarque 20.1

— VneN,nl|0;

—VneN,0|ln = n=0;

— Y(a,bc,d)eZ* [alb et c|d = ac|bd.



PrRoPOSITION20.1 Propriétés de la divisibilité

— Larelation « divise » est réflexivetaez, ala.
— Larelation « divise » est transitive/{a,b,c) € 2%, [alb et blc] = alc.
— La relation « divise » n’est ni symétrique, ni antisymaiggDonc ce n’est ni une relation d”équivalence, ni tine

relation d’ordre suZ ). Par contre [a|b et b|a]l < a=+b.

Démonstration
1. Soitae Z. Commea =1 x a il est clair quea|a.
2.

b dkezZ, b=k
{“l :{ € a = c=kk'a = alc

blc Ak'ez, c=kb

3. Onaialb et blal = [3(k k)€ Z?: b=ka et a= k'b] = a=kk'a. Il vient alors :
— sia=0 alorsb=ka =0 et donca = b.
— sia#0, kk' =1, commek etk’ sont des entiers, cette égalité n’est possible qite=si’ = 1 ou alors sik = k' = -1. On
a finalement biem = +b.
Réciproquement si = +b, on a nécessairemejatlb et blal.

PROPOSITION20.2

Soita,b,ce Z etk;, ky € Z. Alors :
[alb et alc] = a|(kib+ kac)

Démonstration En effet :

dkeZ, b=ka

/ /
Wez c=ka = kib+kyc=kika+kyk a=(k1k+k2k)a = al|(kib+kyc)

[alb et alc] :{

20.1.2 Congruences

(DEFINITION 20.2 Congruence

Considérons un entier strictement positié N* et deux entiersa, b) € Z2. On dit que I'entiera estcongrua I'entier b
modulon, et I'on notea = b [n] lorsque I'entiern divise I'entier(b— a) :

a=b[n] < n/(b-a).

(.

(PROPOSITION20.3 Compatibilité des lois avec les congruences
Soient quatre entierg, b, ¢, d) € Z* et un entiem € N*. On suppose que

1. a=bn];
2. c=d[n].

Alors
1. a+c=b+dnl,;
2. axc=bxd|[n];
3. VkeN, a* = b* [n]. )

Pour démontrer que | b il peut étre intéressant de démontrer @gu=0 [al.

Exemple 20.2

On veut démontrer quet1 divise23? +1.
On remarque que =641 =1+640 = 1+5x 27 =625+ 16 = 5% + 24,
On en déduits x 27 = -1 [n]. En élevant a la puissande on a5* x 222 = 1 [n]. Comme5* = —2* [n], on obtient

-24x 228 =1 [n] soit en ajoutan?®? aux deux membres,= 232 + 1 [n], ce qu'il fallait vérifier.
Cet exemple historique est d a Euler et fournit un contesvgte a une conjecture de Fermat :

vneN,2?" +1 est premier




Exemple 20.3 Pour un nombre entiet (écrit en bas&0) on an = a [10] ou a désigne le chiffre des unités de Ainsi
la derniére ligne du tableau dé&sp. 748 peut se liré® = i [10] pour tous entiers.

Exemple 20.4 On al0 =1 [9] et doncvk € N,10¥ = 1 [9]. En particulierzi’:0 ap10f = ZZ:O ax [9]. Autrement dit, un
nombre entiem = Zp:() ar10F (écrit en basd0) est congru modul® & la somme de ses chiffres, et donc aussi a la
somme des chiffres de la somme de ses chiffres, etc. C'eshlgge de lgpreuve par neuenseignée autrefois a I'école
élémentaire. Elle peut s’énoncer de la fagcon suivante : «bdyit des restes des deux facteurs modulo 9 est congru au
reste du produit modulo 9 ».

L'exemple suivant est di & Eugéne lonesco (La Legon 1951).

LE PROFESSEUR

...combien font, par exemple, trois milliards sept centjaante-cing millions neuf cent quatre-vingt-dix-huit lmileux
cent cinquante et un, multiplié par cing milliards cent saite-deux millions trois cent trois mille cing cent huit?
L'E LEVE, trés vite

Ca fait dix-neuf quintillions trois cent quatre-vingt diwadrillions deux trillions huit cent quarante quatre railtis deux
cent dix-neuf millions cent soixante-quatre mille cing Ceuit...

On prenda = 3755998251, b = 5162303508. La somme des chiffres devaut54 donca = 0 [9]. De méme la somme des
chiffres deb vaut33 doncb = 6 [9]. Donc le produiizb est congru & modulo9.

La somme des chiffres du produit 19390002844219164508 annoncé par I'éléve vaas doncc =4 [9].

Moralité, le résultat donné par I'éléve est faux.

Exemple 20.5 On peut de demander quelle est valeur exacte du produite Fuh logiciel de calcul formel qui
donnerait la solution, on travaille avec une calculatriaedpnne quatorze chiffres significatif (en I'occurence égit
d’'un tableur).

Il donne3755998251 x 5162303508 = 19389602947179200000. |l est clair que les derniers chiffres sont faux. Pour les
trouver, on travaille modula®0’, ce qui va donner les sept derniers chiffres : S0t 5998251 et b’ = 2303508. On a
a=a'[10°] etb=b'[107]. On adonab = a'b’ [107]. Le tableur donne’b’ = 13817019164508 = 19164508 (mod 107).

On peut donc reconstitueth = 19389602947179164508.

Bien entendu, on vérifie avec la preuve par neuf gbie 0 [9].

DEFINITION 20.3 Systéme complet de restes modula:
Soit m un entier= 2. On appelle systeme complet de restes modulon systéme d’entiers contenant un et un seul
représentant de chaque classe.

Exemples 10, m — 1], systéme den entiers consécutifsy entiers non congrus moduia deux a deux.

PROPOSITION20.4

Soitx— f(x)=X", a; x' une fonction polynéme ol leg € Z.

On suppose que I'on A(r) non congru ® modulom pourr décrivant un systeme complet de restes moaul®n a|
alorsVx € Z, f(x) non congru & modulom.

Démonstration En effet, soitx € Z, il existe unr appartenant au systéme complet de restes modytel quex = r [m]. Comme
par ailleursy.?_ a;x' =Y  a;r' [ml, le résultat en découle.

20.1.3 Division euclidienne

r

@—o—9o—0o @9 o oo @9 oo o0 —
qa b (g+1Da
FIGURE 20.1 — Division euclidienne dar’s

THEOREME 20.5 QOQ Division Euclidienne

Soient deux entier&z, b) € Z x N avecb # 0. Alors il existe qu, r) e 72 tel que :

1 a=bg+r
2 0<sr<b
On dit que I'entierg est lequotientet I'entier r le restede ladivision euclidienn&le a parb.




Démonstration

Soient(q,r) € 2% et(q',r') e 7% tels quea = gb+r,0<r<b eta=q'b+r',0< ' <b. Commed<r < b etO<r' <b,
ona:blq' -q|=|r'-r| <b ce qui n'est possible que k' - q| = 0, c’est a dire que sj = q'. Ceci entraine = r' et donc
(g.r)=(dq'.r").

— Supposons que € N et considérons 'ensemble = {neN | nb < a} des multiples dé inférieurs aa. .# est

une partie d&\. De plus,.# est:

— nonvide cab e .# .
— majorée pau. En effet, sine .# alors, commeé =1, n<nb < a doncn< a.
On en déduit queZ admet un plus grand élément (voir page 304), motgii vérifie :

1 gbs<acarqe /.
2 (g+1)b>acarg+1>q etq estle plus grand élément dé¢, doncq+1¢ .4 .

Posons = a-bq. On a biema = bq +r. Par ailleur® < r cara = bg etr <b carb=(q+1)b—gb>a-qb=r.

— Supposons maintenant que Z. Sia est positif, on se raméne au cas précédent. Sinoest positif et il existdq',r') € 72
telque ~a=q'b+r'" et 0<r'<b.Onadonai=b(-q")-r'". Sir’ =0 alors on posg = —q' etr = 0. On obtient ainsi le
couple recherché. Sinon, 8i#0, alorsr' € [1,b—1] eta=b(-q' —1)+ (b—r'"). On pose alorg =—-q' -1 etr=b-r' eton
obtient, ici encore, le couple recherché.

20.2 PGCD, théoremes d’'Euclide et de Bézout

(DEFINITION 20.4 © PGCD, PPCM
Soient deux entiers non tous deux nuisb) € Z*2.

1. Lensemble des diviseurs && communs &z et b admet un plus grand élément neté b. C'est leplus grand
commun diviseu(PGCD) des entiers et b.

2. L'ensemble des entiers @& multiples communs de et b admet un plus petit élément noté v b. C'est leplus
petit commun multipléPPCM) des entiers et b.

\Sia:bzo, onposeaAb=avb=0.

THEOREME20.6 © Théoréme d’Euclide
Soient deux entierss, b) € Z*2. Effectuons la division euclidienne de I'entiepar I'entierb :

A(g,r)eN’: a=bg+r et 0<r<b

Alors :
anb=bAr

Démonstration Commer = a— bq, tout entier divisant a la foig et b divise aussi. L'ensemble des diviseurs communa at

b est égal a I'ensemble des diviseurs commuhseér. En particulier, ces deux ensembles ont le méme plus graéndkéit, ce qui
S'écritaussinAb=DbAr. a
b b r=a-2b
d
P —

b
FIGURE 20.2 — Euclide : sil | b etd | a, alorsd | r

Le théoréme précédent justifie 'algorithme d’Euclide pwaunver le pged de deux entiers non nish) € N*2. On pose
ro = a, r1 = b et on définit ensuit&' k = 1, les couplesqy, i) en utilisant une division euclidienne :

Sire #0, 3Gk, res1) € 72 Qre-1=qrric+ e+ €10 1pq1 <7

Comme la suite d’entiers) est strictement décroissante, il existe un rang1 tel quer, #0 et r,+1 = 0. D'aprés le
théoreme d’Euclide, on¥k € [0,n—1], aA b = ri A 1. Commer, diviser,—;, on ar, A r,—1 = 1. Par conséquent, le
dernier reste non-nu, est le pgcd des entie(s, b).



Exemple 20.6 Déterminons le pgcd des enti&&6 et43 en utilisant I'algorithme d’Euclide :

[43]x 8+[22]
><1+
x1+[1]
[1]x21+0

366

donc366A43 =1.

_  MAPLE
pgcd := proc(a, b)
local A, B, r;
A = a
B := b;
— Parametres : a, b (entiers). while (b > 0) do
— Variables locales :A,B, r. r = irem(A, B);
— Initialisation : A = B;
B :=r;
— A<—a, od:
— B, A-,
— Corps : Tant queb # 0 faire : end;’
— r—Amod B,
— A—B, ] .
_Ber ou sous une forme récursive :
: ' _ MAPLE
Fin tant que pged = proc(a, b)
— Renvoyem (A = pgcd(a, b)). if b =0 then a
else
pgcd(b,irem(a,b))
fi;
end;

5 10 15 20
Le pgcd del7 et 24 égalel.

DEFINITION 20.5 Nombres premiers entre eux
On dit que deux nhombres et b sont premiers entre eux si et seulement si leur plus gransediv commun est,
autrement dit si et seulementsh b= 1.




Blo 17| Etienne Bézout, , né le 31 mars 1730 & Nemours, mort le 2&mépe 1783 &4 Basses-Loges)

Mathématicien frangais. Auteur de différents livres dEgaement
qu'il rédigea a Il'attention des gardes de la marine ou degesldu
corps de l'artillerie. Il est surtout connu pour le théoreendessous
mais il a travaillé également sur les déterminants et lesitéans
algébriques. Son nom est attaché a d’autres théorémes préfyén
algébrique et intersections de courbes.

THEOREME20.7 QOO Coefficients de Bézout
Soient deux entiers non nuls, b) € Z*2. Il existe (i, v) € 72 tels que

au+bv=a~nh.

Un tel couple(u, v) est appel&€ouple de coefficients de Bézoutalet b.

Démonstration Quitte a considérdu| et|b| a la place de etb, on peut supposer etb positifs. La preuve se fait par récurrence
surb. Sib=0, alorsanb = a etl.a+0.b = a donc un couple de coefficient de Bézout@gh). On fixeb € N* et on suppose que la
propriété est vraie pour toate N et tout nombren de l'intervalle d’entierg0, b - 11. Par division euclidienne, il existg, r) N2
tels quea = bg+r et0<r < b—1. D'apres le théoreme d’Euclide, on sait que b = b A r. On applique I'hypothése de récurrence
ab etr, il existe(U,V) € 72 tels queUb+Vr = bAar. DoncUb+V (a—bq) = anb etVa+(U-Vq) b= aAb. La propriété est alors
prouvée par récurrence.

| Remarque 20.2 Il n'y a pas unicité du couple de coefficients de Bézout de datiiers. Voir exercic@?p. ??.

THEOREME 20.8 QOO Théoreme de Bézout
Soient deux entiers non nuis, b) € (Z*)%. On a

at/\b:l<:>[5l(u,v)€Z2 : l=au+bv]

Démonstration

C’est une conséquence directe du théoreme précédent.

Supposons qu'il existau, v) € 72 tel queau+ bv = 1. Sid est un diviseur communaetb alorsd est un diviseur de. Il est
alors clair quainb=1.

Remarque 20.3 Soient deux entiergz, b) € Z x N* premiers entre eux. L'algorithme d’Euclide permet de temun
couple de Bézoutu, v) € 7?2 tel queau + bv = 1. On définit les suitegr;) et (q;) des restes dans I'algorithme d’Euclide.
Notonsr, = an b=1 le dernier reste non-nul. On posg= a, r; = b et par récurrence, on définit

Vk=1, rpe—1 = qile+Tg+1 AVECO < Ify1 S Tk
On définit simultanément deux suitgsg.) et (vy) telles que
Vkel[0,n], riy = ura+ vib
Pour que cette propriété soit vraie pour téwt [0, n], on doit poser :

Uk+1 = Ug-1— iUk
Vi1 = Vk-1— gk Vk

ro=a r1=b ra2 Ik 1
qi1 q2 gk qn

1 0 up | ... u | ... un=u
1 vo |l ...l vk | ...| Vu=v

(uo, vo) = (1,0), (u1,v1)=(0,1) etvkel2,n], {

On a alorsl = au,, + bvy,.




Voici une procédure Maple qui prend comme parameiresb et qui retournez A b, ainsi qu’un couple de Bézoud, V)

MAPLE

bezout := proc(a, b)
local R, RR, Q, U, UU, V, VV, temp;

R = a;
RR = b;
U = 1;
Uu = 0;
V = 0;
VvV = 1;

#Cond entrée : R =10, RR =r1, U = u0, V = v0, UU = ul, VW = vl
while (RR > 0) do
Q := iquo(R, RR);

temp = UU;
Uu =U - Q = UU;
U:=temp;
temp = VV;
VW =V -Q * VV,
V = temp;
temp = RR;
RR := irem(R, RR);
R = temp;
#INV : R = rk, RR = r_{k+1}, U = uk, UU = u_{k+1}, V = vk, VW = v_{k+1 1
# Q = gk, k : nombre de passages dans la boucle while
od;
#Cond sortie : RR = u_{n+1}=0, R = r_n = pgcd(a, b), U = u_n, V = v_ n
R, U, V,;
end;

Exemple 20.7 Déterminons grace a 'algorithme d’Euclide un couple dedépoura =22 etb =17.

1’0222 1’1217 r2=5 7‘322 r4=1
q1=1 G.=3 qs =2 qa=2

u0=1 u1=0 Ll2=1 Ll3=—3 Ll4—7

l)0=0 l)1=1 U2=—1 l)3=4 U4=—9

etj1=7x22-9x17].

Carl Friedrich Gauss, né le 30 avril 1777 & Brunswick (S&mpire romain germanique), mort

——Blo 18 23 février 1855 a Gottingen (Royaume de Hanovre)

le

Mathématicien allemand. C’est un des plus grands mathéieasi de tous les
temps. Certains I'ont méme surnommeé le « prince des maticuneat>. Alors agé
de trois ans, on raconte qu'il sut corriger son péere danslenlade salaire. Il est re-
marqué par ses instituteurs qui le poussent a poursuivesisgss. A dix-neuf ans,
il résout un probléeme qui date d’Euclide, celui de la corcdtan a la reégle et au
compas du polygdne régulier a dix-sept cbtés. Cette décmifuea I'origine de sa
décision de consacrer sa vie aux mathématiques. Il effesettizese sous la direc
tion de Johann Pfaff a I'université de Brunswick. Celle-gite sur une démonstra
tion du théoréme fondamental de I'algébre 21.24 page 778s$slintéressa a dg
nombreuses branches des mathématiques : I'arithmétegépmétrie, les proba
bilités, etc. Il a permis des avancées énormes en théorigothelsres, en géomeétrig
non-euclidienne, .. .Mais il s’est aussi intéressé, entteeg, a I'astronomie ou a la
cartographie a chaque fois avec génie. Méme si la portéesdessmux ne fut pas
complétement comprise par ses contemporains - Gauss rniamudle treés peu -
ce fut la postérité qui comprit la profondeur et I'étenduesde travail & la lecture
de son journal intime qui fut publié aprés sa mort. Il eut camdteves Richard
Dedekind et Bernhard Riemann.

THEOREME 20.9 QOO Théoreme de Gauss
Soient trois entiers non nuig, b, ¢) € Z*3.

[albc et anb=1] = alc




Démonstration Sianb=1 alors, d’aprés le théoréme de Bézout 20.8, il existe) € 72 tel queau + bv = 1. On a donc aussi
auc+ bvc = c. Mais commen divisebc et quea divise auc, a diviseauc + bvc = c.

(PROPOSITION20.10 Caractérisation des diviseurs et des multiples
Soient deux entiergs, b) € Z2.
. . d|la
1. Soitun entied € Z. dlb —d|(anb)
. . alm
2. soitun entieme Z. <~ (aVvb)| m.
blm

Démonstration

1. Supposons que quikdivisea etb et notonss = a A b. D'aprés le théoréme 20.7, il existe, v) € 72 tels queau + bv = 8.
Commed | a et qued | b, on sait quel | 8. La réciproque est facile.

2. Supposons queetb divisentm et notongu = av b. Il existek, k' €N tels queu = ka ety = k'b. Il existe aussl, !’ e N tels
quem = la etm = I'b. De plus, par application du théoréme 20.5, il existe unumicpuple(q,r) € N? tel quem = pp+r
eto < r < p. On peut alors écrirta = pka+r etl’b=pk'b+r etdonca|r etb|r. Sir #0 alorsr est un multiple commun
aa etb. Par définition dex, il vient r = p ce qui est impossible. Donc=0 ety divisem. La réciproque est évidente.

PrROPOSITION20.11
(ka) A (kb) = k(a A b)

Soient deux entiers non nuls, b) € Z*>. Pour un entiek € N*,
(ka) v (kb) = k(aV b)

Démonstration

— Poson$=anb etA=kankb. Il est clair quekd | A. Montrons que\ | k3, ce qui prouvera la premiére égalité. Comkrie\ il
existem € Z tel queA = km. Mais alorskm | ka etm | a. De mémejkm | kb et doncm | b. L'entier m est donc un diviseur d&
etA=km| k8.

— Posons maintenadt= av b etD = kav kb. L'entierkd est un multiple dé&a etkb doncD | kd. Si on montre de plus quei | D
alors la seconde égalité sera prouvée. CormED et quekb | D, il existe des entiersi, et my tels queD = kamy = kbm.
Lentier k est donc un diviseur d et il existe un entieb’ tel queD = kD'. Par suite, on ®' = am; = bmy etD’ est donc un
multiple commun a etb ce qui amene | D’ ainsi quekd | D.

(PROPOSITION20.12 © Autres propriétés du PGCD N
Soient trois entiers non nulg, b, ¢) € Z*3.
1 Soient trois entierd, @, b’) e N* x 72 tels quea = 8a’, b= 8V’, alors
(6=anb) = (a'rb =1)
anb=1
<~ aAn(bc)=1;
anc=1
alc
3 blc = ab]|c;
anb=1
4 pour tout couplép, q) eN*?, sianb=1, alorsa? Ab7 =1;
5 pour tout entiek € N*, aX A b* = (a A b)F.
o= J
Démonstration
1 C’est une conséquence directe de la proposition 20.10.
2 Sianb=1etanc =1, alors par application du théoréeme de Bézout 20.8, il edisseentiers, t, u, v tels que

sa+tb=1 etua+vc=1. Si on multiplie membre a membre ces deux égalités, on atitégalité de Bézout :
(sua+vsc+tub) a+ (tve) b=1 et en conclusiom A (bc) = 1.
Réciproquement, si A (bc) =1 alors il : est clair quer est premier a la fois avdeetc.
3 Commeal| c, il existek € Z tel quec = ka. Mais commeb | ¢ = ka et quea A b =1 alors par le théoreme de Gauss 20.9, il
vient queb | k. En conclusiorub | c.
4 Considérons\,BeN* tels queAAB =1 etm e N*. Si on applique la deuxieme régle avee A, b =B etc =B, on obtient :
AAB? =1. En I'appliquant une nouvelle fois avec= A, b = B etc = B, il vient queA AB3 = 1. Si on I'applique encore
m -3 fois, il vient que :AAB™ = 1. En résumé, on a prouvé quersi B =1 alorsA AB™ = 1. Considéronsi, b € N* tels
queanb =1 etp,qeN*. On applique ce résultatia=a, B=b etm = q. Il vient an b9 = 1. On I'applique alors une
nouvelle fois mais & =b9,B=a etm = p et on trouve aP Ab7 =1.



; " A s . R b A o (a\k (p)k
5 Soitk e N*. Posons$ = anb. Grice a la premiére regle, on % N5 =1etgrace ala quatrleme(g) A (5) =1. En
appliquant a nouveau la premiére régle, il vient qué a b* = 5% = (a A b)*.

THEOREME20.13 © Relation entre PGCD et PPCM
Soient deux entiers non nuis, b) € Z*2.

1. Sianb=1alorsav b=|ab|;
2. (anb)(avVv b) =|ab|.

Démonstration

1. Supposons que etb sont positifs et premiers entre eux. Sditin multiple commun a etb. Alors il existek € N tels que
d=ka. Commeb | d et quean b =1, on en déduit, grace au théoréme de Gauss 20.9 gleet qu'il existe dondc' e N
tel qued = k' ab. Commed est le plus petit commun multiple deetb, il vient forcément qué’ = 1 et qued = ab. Sia et
b ne sont pas tous deux positifs, on applique ce résultatet|b|.

2. Notonsd=anb eta=3a', b==56b" aveca',b' € Z. Montrons que I'ensemble des multiples commuiaseib est I'ensemble
des multiples déa'b' . Il est clair que tout multiple d&a'b’ est un multiple commun a etb. Réciproquement, i est un
multiple commun a etb alors il existek, k' € Z tels quem = ka = k'b. On a aussim = k8a' = kK'8b'. Commed’ etb’ sont
premiers entre eux, cette égalité implique, par applicatio théoréme de Ga uss 20.9 gti¢ k. Doncm est un multiple
deda'l'. Il s'ensuit que le ppcm de etb est le plus petit multiple d&a'b’, c’est & dire querv b = |54’V |. Il vient alors
8(avb)=38|da'b'| = |abl| d’ou I'égalité.

20.3 Nombres premiers

20.3.1 Nombres premiers

(DEFINITION 20.6 © Nombre premier, nombre composé
Un entiern € N est ditpremiersi n = 2 et si ses seuls diviseurs daxissontl ou lui-méme :

VkeN*, kin = ke{l,n}

On noteP I'ensemble des nombres premiers.
\Si un entiern € N n'est pas premier, on dit qu’il esbmposé )

| Remarque 20.4 Un entier positif est premier si et seulement si le cardiedlehsemble de ses diviseurs est égal &

(PROPOSITION20.14 © Propriétés des nombres premiers )

1. Soit un entiep € N premier, etz € Z un entier. Alorsp | a ou bienp A a = 1.
2. Sin etm sont deux nombres premiers distincts, ils sont premiergeuix .n#Zm — nAm=1.

3. Sin estun nombre premier et@iy,...,ax) € 7k,

nlay...ap = [[iell,nl: n|a;l

Démonstration

1. Sin eta ne sont pas premiers entre eux al®esn A a > 1. Mais commed | n et quen est premierp = 1 ce qui n’est pas
possible o = n. En conclusionp | a.

2. n est premier et peut divisen donc d’apres le point précédemh m = 1.
3. D’apres le théoreme de Gauss et une petite récurrence.

PrROPOSITION20.15 ©
Tout entier supérieur 2admet un diviseur premier.

Démonstration Effectuons une récurrence forte. 5t 2 alorsp posséde un diviseur premier : lui méme. Supposons la ptéprié
vérifiée pour tout entiep € [2,n] et montrons la poup = n+1. Soit</ 'ensemble des diviseurs de+1. On ale/| = 2. Si|.a/| =2
alorsn+ 1 est premier et cela démontre la propriété sinorrontient un entieq € [2, n] qui divisen+ 1. On applique I'hypothése
de récurrence a : g posséde un diviseur premier. Ce diviseur premier divisesggirement aussi+ 1 et doncn + 1 posséde un
diviseur premier. La propriété est donc démontrée par réooe.



PROPOSITION20.16 ©
L'ensembldeP des nombres premiers est infini.

Démonstration Supposons que ce ne soit pas le Baforme alors une partie finie dé. P posséde donc un plus grand élément
n. Considérons le nombre entisr= n!+1. On a :N > n. D'aprés la proposition précédenté,posséde un diviseur premipr
différent del. Ce dernier est nécessairement élément de I'ensebip. p divise donc aussi!. Mais alorsp divise1 ce qui est
impossible. L’ensemble des nombres premiers est donc infini.

20.3.2 Décomposition en facteurs premiers

LEMME 20.17
Soit m € N*. On considéren nombre premierg;,..., p, € P distincts deux a deux et des entiers naturels non|nuls
ay,...,%y,. On forme le nombre entigr]” ... pj,. Alors tout diviseur premier de est I'un desp; oui € [1, m].

Démonstration Considérons I'ensemble’ des entiers de la forme= p‘l"‘ ...pam avecmeN*, p1,...,pm € P distincts deux a
deux ety ..., o, € N* qui admettent un diviseur premier différent de chacunpes.a propriété sera prouvée si on montre que
</ estvide. Supposons que ce n’est pas le cas. Alors camirast une partie ds, <7 admet un plus petit élémeng = p(lxl o po

et d’aprés la proposition 20.1hy admet un diviseur premier qui n’est, par définition de7, aucun dep;. L'entier p divise donc

le produitpl.p‘l)‘l_1 ...pSm. Les entierg et py sont premiers entre eux car premiers. On en déduit, parcaiol du lemme de
Gauss, que | p‘l"l_l ...pam. Mais commeny est le plus petit élément de, I'entier p‘f‘l_l ...p3 n'est pas élément de’ etp est

I'un desp; pouri € [1,m] ce qui rentre en contradiction avec I'hypothese faitegsure lemme est alors prouvé par I'absurde.

THEOREME20.18 ©O© Décomposition en facteurs premiers
Soit un entiem € N\ {0, 1}. Cet entiem s’écrit de facon unique de la maniére suivante :

— % Am
n=p; ...Pm

oumeN*, p; <...< py sontm nombres premiers et ax,...,a,, € N*. Ce résultat se formule aussi sous la fogme
suivante :n s'écrit de maniére unique, a I'ordre des facteurs pres, cemm

n= l_[ pr(n)
peP

ouv,(n) €N est appelé Ip-valuationde I'entiern.

Démonstration

La preuve se fait par récurrence surSi n = 2 alors comme2 € P, la proposition est vraie. Soit € N\ {0,1}.
Supposons que tout entiem se décompose comme indiqué dans le théoreme.eSt premier alors le théoréme est vrai pour
n. Sinonn admet un diviseur premigr € P et il existe0 < m < n tel quen = pm. Mais par application de I'hypothése de
récurrencem se décompose comme indiqué dans le théoreme et il en estlalaréme de. L'existence de la décomposition
est alors prouvée par récurrence.

La preuve se fait a nouveau par récurrence. Supposor&:qpé‘ ...pa™ avec pour tout € [1,m], p; €P, a; eN* et
p1<...<pm. Comme2 est le plus petit des nombres premiers, il vieRt: p‘l"‘ L PI 2 2% x| x 2% ce qui n'est possible
que sim=1, p; =2, ay = 1. L'unicité de la décomposition deen facteurs premiers est alors prouvée. 8@N. Supposons
que tout entiex n admet une unique décomposition en facteurs premiers ebsapp que que ce ne soit pas le cas pgur

< . . Iy . 1o o L
c’est a dire quen admet au moins deux décompositions en facteurs pre 2 pSm = p L p ' Pparapplication du
1 Pm =P1 P
lemme précédent, il vient, = p', pour un certairi € [1,m’] etp} = p; pour un certairj € [1,m]. Maispy < pj = p} <p} =p1
et forcémenp, = p}. On peut alors écrire :
T poa-
p1 !
L’hypothése de récurrence nous permet d'affirmer que lardgosition den/ p, en facteurs premiers est unique dome = m’,
P1 =Py P2=Phs s Pm = Py a1 = O, ..., &y = &), Les deux décompositions aeen facteurs premiers sont donc égales.
L'unicité est ainsi prouvée par récurrence.

/1 1ol
1o —1 m'

1
...p%’"=p1 Y

Remarque 20.5 Tout entier relatifr € Z non nul s’écrit de fagon unique sous la forme :

n=+ l—[ pvp(ln\)'
peP

Pour des entierg,be N*, etp e P,

vplaxb)=vpa)+vpb) alb = vp(a)<vy(b)




THEOREME20.19 © Expression du PGCD et du PPCM a l'aide des facteurs premiers
Soient deux entiers non-nuls, b) e N*2. Leur décomposition en facteurs premiers s’écrit :

a= H pvp(ﬂ) b= l_[ pvﬂ(h)
peP peP

Alors la décomposition de A b et dea v b en facteurs premiers s'écrit :

anb= l‘[ pmin{vp(u),vp(h)} avb= l‘[ pmax{vp(a),vp(b)}
peP peP

Démonstration Posons = [1pep p™"Vr(@Vp (Ol et montrons qué = a n b. Considérons', b’ €N tels quea = 8a’ eth=38b'.
D’apres la proposition 20.12, on aura montré §uea A b si et seulement si' Ab' = 1. Supposons que ce ne soit pas le cas alors
il existe un diviseukl # 1 commun & etb qu’on peut supposer premier. On a donc :

a _mi b _mi
d| <= H pvp(a) min{vp(a@),vp ()} gt d| == H pvp(b) min{vy(a),vp (D)}

d peP peP

Il vient alors qued est un facteur de chacun des deux produits ci dessus et gqug— min{v,(a),v,(b)} =1 ainsi quev 4(b) —
min{v,(a),vy(b)} = 1 ce qui constitue une contradiction et prouve par I'absuteeagn b’ = 1. La formule pour le pgcd est ainsi
démontrée. On procéde de méme pour le ppcm.

Exemple 20.8

Soitn e N non nul,n =T,ep p»1". Les diviseurs positife den s'écriventd = [T pep, i, p'719", avecyp e P, v, (|d|) <
vp(|nl). Pour chaque € P qui divisen, on av,(|n|) +1 choix pourv,(|d]), a savoin, 1,...,v,(/nl). On obtient ainsi

[T vpnh+1)

peP,pln

diviseurs positifs der. Ces diviseurs da sont distincts deux a deux a cause du théoréme de décoropasitfacteurs
premiers.





