Chapitre 9

Suites numériques

Sommaire
I  Suitesréelles,généralités . ... .. .. ..ottt it ittt ittt nennennas 84
1) DEfinitions . . . . . . . . e e 84
2) Vocabulaire . . . .. .. .. . e 85
3) Opérationssurlessuites . . . . . .. .. . L e 86
I SUiteSCONVEIZENteS. . . v v v v v v v vt o v vt e vt oo o oo oot onssnensenncenses 86
1) DéEfinition . . . . . . . . e 86
2) Premieres propri€tés . . . . . . . . .. e e e e 87
3) Convergence et Operations . . . . . . . ... .. it i it 87
4) Convergence etrelationd’ordre . . ... ... ... ... . .. ... . ... 88
5) Caractérisations séquentielles . . . . . . . . ... . . e 88
III Suites ayantunelimiteinfinie ............ .. .0 it 88
1) DEfINItion . . . . . o o e e e e 88
2) Limiteinfinie etordre . . . . . . . . . e e e e e 89
3) Limite infinie etopérations . . . . . . . . . . ... . L e 89
IV Théorémes d’existenced’'unelimite . ............... ... ... v 9
1) SUItES MONOIONES . . . . . v v vt ettt e et et e e e e et e e e e e 90
2) Suites adjacentes . . . . . ... e e e e 90
3) Le théoreme de BOLZANO - WEIERSTRASS . . . . . . ... ... . ... 91
V  ComparaisondessSuites . . . . . v o v v v v vt vt v oot o oo nosonessonssenssas 91
1) DEfINItIONS . . . . o o o e e e e 91
2) Les exemples classiques . . . . . . . .. .. 92
3) Propriétés . . . . . . . e e e 92
VI Extension auxsuitescomplexes . ......... ..ttt c.o. 93
1) Définitions . . . . . . . L 93
2) CONVEIZEINCE . . . . v v vt it e et e e e e e e e e e e e e e e e 93
3) Propri€tés . . . . . . . . . e e e e e 93
VII Solution desSeXerciCes . . . . . ..o v vt vt vt i it teneneeeeoeneneeosnenas 94

I SUITES REELLES, GENERALITES

1) Définitions

g Définition 9.1
Une suite numérique u est une application de A versR : u: A — R, o1 A est une partie de N. Par
convention le réel u(n) est noté u,, et la suite u est parfois notée (i) nea. Sila partie A est finie, on dit
que la suite u est une suite finie. L'ensemble des suites réelles définies sur A est donc I'ensemble des
applications de A vers R, c’est a dire & (A, R).
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Remarque 9.1 - On prendra garde a ne pas confondre u,, qui est un réel (terme de rang n) avec (Un) nea qui
désigne la suite u. Les suites finies présentant peu d’'intérét, on étudiera seulement le cas oit A est une partie
infinie deN. On peut alors montrer qu'il est toujours possible de se ramener au cas ot A =N, si bien que dans
la suite de ce chapitre on étudiera & (N,R) l'ensemble des suites réelles définies surN.

sisExemples :

— Une suite u est arithmétique si et seulement si il existe un réel r (appelé raison), tel que Vn e N, 1541 =
up+r.Onaalorsles formules suivantes: Vn, p €N, u, = up+(n—p)r. Lasomme de n termes consécutifs
estS = "“’Tm) ol p désigne le premier terme, et d le dernier.

— Une suite u est géométrique si et seulement si il existe g € R (appelé raison), tel que Vn e N, u,41 =
quy. On a alors les formules suivantes : Vn, p €N, u, = u,q"P. La somme de n termes consécutifs est

npsig=1
S=4p-qd . 4 X ol p désigne le premier terme, d le dernier et g la raison.
——sig
1-g

— Suites récurrentes a un pas : ce sont les suites u définies par: up € R, et Vr € N, u,41 = f(uy), ou
f :1— R est une fonction donnée. Par exemple : 1y = % et Uy = u% Dans le plan, a I'aide de la courbe
représentative de f et de la premiere bissectrice, on peut construire géométriquement les termes de la
suite sur I’axe des abscisg.ss.

T+1

1
1
1
| |
T

0 us 125 ux Uo 1

Y

— Suites récurrentes a deux pas : par exemple la suite de Fibonacci® qui est définie par: up=u; = 1 et
VrneN, uyi2 = Ups1 + Up.

2) Vocabulaire

— Sens de variation : soit # une suite réelle et p un entier, on dit que la suite u est :
¢ croissante a partir durang p lorsque : Vi 2> p, u, < Upy1.
 strictement croissante a partir du rang p lorsque : Vn = p, u, < up41.
o décroissante a partir durang p lorsque : Vn > p, uy+1 < Up.
« strictement décroissante a partir du rang p lorsque : Vn > p, u,41 < uy.
¢ constante (ou stationnaire) a partir du rang p lorsque : Vn > p, up+1 = uy.
+ monotone lorsque u est croissante ou bien décroissante.
« strictement monotone lorsque u est strictement croissante ou bien strictement décroissante.

Remarque 9.2 — Etudier le sens de variation de u peut se faire en étudiant le signe de 1 — U, ou
encore le signe de f(un+1) — f(uy,) ot f désigne une fonction monotone.

— Suite bornée : on dit qu'une suite réelle u est :
o majorée lorsque: M eR, VrneN, u, <M.
¢ minorée lorsque:ImeR, VneN, m < uy.
¢ bornéelorsque: dm,MeR, VneN, m < u, <M (i.e. minorée et majorée).
Remarque 9.3 — Une suite u est bornée si et seulement si il existe un réel M positif tel queVn e N, |u,| <
M.

Par exemple, la suite (i, = sin(n)) est bornée, la suite (v, = n?) est minorée mais non majorée, la suite
(wp, = (—2)") est ni minorée ni majorée.

1. FIBONACCI Leonardo (1180 — 1250 (environ)) : mathématicien italien (de son vrai nom Leonardo da Pisa) qui ceuvra pour
I'introduction de nombres arabes en Occident.
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— Suite périodique : on dit qu'une suite u est p-périodique (ou1 p € N*) a partir du rang ng lorsque :
Vn > ny, up+p = uy. Par exemple, la suite (u,) = (-1)") est 2-périodique, la suite w définie par wy =1,
wi =1 et pour tout n wy12 = —Wy4+1 — Wy, est 3-périodique, mais la suite des décimales de 7 n’est pas
périodique car i est irrationnel.

— Suite extraite : soit u une suite réelle et soit o: N — N une application strictement croissante, alors la
suite v définie par v, = ug(y) est appelée suite extraite de u (o étant I'extraction). On remarquera que
lona:VneN, n<o(n). Par exemple, la suite (u,5) est une suite extraite de u, c’est la suite des termes
de rangs pairs, de méme la suite (uy,1) est extraite de u, c’est la suite des termes de rangs impairs.

3) Opérations sur les suites

Soient u et v deux suites réelles et soit A € R, on définit les suites :
— u+v:enposantpourtout n€N, (u+v), =uy+ vy;

— uxv:enposant (u x V), = Uy Vy.

— Av:enposant (Av), = Avy,.

1,

On vérifie alors que :

- (Z(N,R), +) est un groupe commutatif. Son élément neutre est la suite nulle (notée 0) et 'opposé d’'une
suite u est la suite (—uy) ey (NOtée —u).

— La multiplication est associative, commutative, admet comme élément neutre la suite constante
(un = 1) pen (notée 1), et elle est distributive sur I'addition. Mais il y a des suites non nulles qui n'ont
pas d’inverse, par exemple la suite u définie par u, = 1 + (—1)". Seules les suites u qui ne s’annulent
jamais ont un inverse, et cet inverse est la suite %

Lensemble (¥ (N,R), +, x) n’est donc pas un corps, mais seulement un anneau commutatif. Les deux

suites u et v définies par u, =1+ (-1)" et v,, = 1 — (=1)" sont non nulles, mais leur produit est la suite nulle,
ceci prouve que (# (N, R), +, x) est un anneau non integre.

si v ne s’annule pas a partir d'un certain rang np, en posant : (%)n = UL
n

Il SUITES CONVERGENTES

1) Définition

f_g Définition 9.2
Soit u une suite réelle et £ € R, on dit que u admet comme limite £ lorsque u,, peut étre aussi proche
(ou voisin) que I'on veut de ¢ pourvu que n soit assez grand, c’est a dire :
Ve>0,ANeN,VneN,n >N = |u, - 0| <e.
Notation :limu =¢ oulimu, = ¢ ou u,, — £.

Remarque 9.4 -
— Commel|u, -0 =|(u,—0)—-0|=||lu,—€/-0|,ona:

limu,=¢ < limu, —¢=0 < lim|u, —¢|=0.

— Comme||uy| — 0| < |up—L], ona:limu, =0 = lim|u,| = |€| (réciproque fausse).

@Théoréme 9.1
| Siapartird'un certainrangona:|u, —¥£| < vy, etsi vy, — 0, alorslimu,, = €.

Preuve : Soit € >, a partir d'un rang N; on a |v,| <€, et a partir d'un rang N, on a |u,, — €| < v, donc a partir du rang
Max(Ni,No)ona |u, — €] <e. O

Egl)éﬁniﬁon 9.3

Lorsque la suite u admet une limite finie, on dit que u est convergente, sinon on dit qu’elle est
divergente.

iExemples :
— Toute suite stationnaire (a partir d'un certain rang) est convergente.
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Lnx] . nx—|nx]

- <= <.€ — n>— il suffit donc de

SoitxeRetv, = :onav, — x.S0ite >0, |v,—x|=
prendreN—1+|_ | pouravoir: n >N = |v,— x| <e.
u, = q" avec g = 1 : la suite est constante et u, — 1.

up,=q"avec|ql<letq#0: alorsq — 0. Soite > 0, comme| >1, ona| _1+pavecp>0 on

ql

peut montrer alors que Vn € N 2> 1+ np (récurrence ou bindéme de Newton), on a > E des que

’ \ql” Iql"
1+np>Ec’estédiredésquen}Nzl-k LU J doncn>N = |g"| <e.

u, = (-1)" alors la suite est divergente (Z-pérlodlque) Supposons qu’elle ait une limite finie ¢ alors a
partir d'un certain rang N on aura |u, — €| < 3 par conséquent les valeurs —1 et 1 sont dans I'intervalle

10 — %,E + g[ ce qui est absurde.

wExercice 9.1 Montrer qu'une suite d’entiers convergente est stationnaire.

2) Premiéres propriétés
Soit © une suite réelle :
— Si u admet une limite ¢ € R, alors celle-ci est unique.
Preuve : Supposons u, — £ et u, — €' avec £ < €', Soit a €]¢;€'[, e = a— £ et &’ = ¢’ — «, alors a partir d'un certain
rang N on a |u, — £| < ¢, ce qui donne u, < a, et a partir d’'un certain rang N’ on a |u,, — £'| < ¢, ce qui donne
a < Uy, donc a partir de max(N,N’) on a une contradiction, donc £ = ¢’. O
On a démontré au passage :
— Si u converge vers £ et si a < ¢, alors a partir d'un certain rang a < u,. De méme, si a > ¢, alors a partir
d'un certain rang on a o > u,.
— Si u est convergente, alors u est bornée (la réciproque est fausse).
Preuve: Si u, — ¢ € R, il existe un entier N tel que n > N = |u,, — £| < 1, ce qui entraine |u,| < |¢| + 1. On a alors
pour tout entier n : |u,| < max(|ugl,...,lunl, 1+ 1€]). Pour voir que la réciproque est fausse, on peut considérer la
suite u définie par u, = (—1)", elle est bornée mais non convergente. O
Conséquence : la suite (q™) avec |g| > 1 est divergente car non bornée, en effet: [g| =1+ p avec p >0
donc |g"| > 1+ np qui peut étre aussi grand que I'on veut.
- Si u converge vers ¢, alors toutes les suites extraites de u convergent vers £.
Preuve : Soit v, = ug(y une suite extraite de u et supposons u, — ¢ € R. Soit W un voisinage de ¢, il existe
un entier N tel que n > N — u, € W. Mais ¢ étant strictement croissante, on a Vn € N, n < a(n), donc
n>N = o(n) > N, mais alors ugy, €W, cestadire n >N = v, € W etdonc v, — . O
Remarque 9.5 - Cette propriété est souvent utilisée pour montrer qu'une suite u n'a pas de limite. Soit
en trouvant une suite extraite qui diverge, soit en trouvant deux suites extraites qui ne convergent pas
vers la méme limite. Par exemple : u,, = cos((n+ %)n).
— Silimuy, =limuy, =2 €R, alorslimu = £.
Preuve : Soit € > 0, il existe un entier N; tel que k > N; = |uy; — ¢| < €, de méme il existe un entier N tel que
k> Ny = |ugg+1 — €l < €. Posons N = max(2Ny,2N, + 1), si n > N alors lorsque n =2k on a k > N; et donc
|u, —£| <¢g,lorsque n=2k+1onak > Ny etdonc |u, — €| <¢, finalement dés que n > Non a |u, — | <€ etdonc
u,; —¢. O
3) Convergence et opérations
@Théoréme 9.2

Soient u et v deux suites qui convergent respectivement vers ¢ et ¢, et soit A € R alors :
— (un + vy) converge vers €+ ¢'.
— (Auy) converge vers A¢.

Preuve : Soit € > 0, il existe un entier N a partir duquel on a |u, — €| <€/2 et |v, — €'| <€/2, mais alors on a |u,, + v, — (£ +

)<
S

|ty =) + v, — €| <e,donc u, + v, — €+
oit A # 0, et soit € > 0, a partir d'un certain rang on a |u, — €| < ﬁ d’out |Au,;, —Al|<e. O

@Théoréme 9.3

Si (1) converge vers € et (v,) vers £’ alors :
- (unvp) converge vers €0’
— Sil #0, alors a partir d’'un certain rang les termes u, sont non nuls et la suite ( ~) converge vers e
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Preuve: |u, v, — 00| = |(u;, — O v, + (v, — 0| < |u, — l|v,| + 1€||v,, — €'|, mais la suite v est bornée donc il existe un réel
M strictement positif tel que |v,| <M et donc |u, v, — €0'| < |uy — €M + |€||v;, — £'|, mais d’apres le théoréme précédent
la deuxiéme suite tend vers 0, donc u, v, — €¢'.

La suite (Ju,|) converge vers |¢| > 0 donc a partir d'un certain rang on a |u,| > % > 0, donc u, # 0 et alors :

[€—un| 2|0—up|

| 1
[€unl (2

__l|_
u, '

< or cette deuxiéme suite tend vers 0, donc ML — % O
n

4) Convergence et relation d’ordre

@Théoréme 9.4
Soient u, et v deux suites réelles. Si u converge vers €, v converge vers £', et si a partir d’'un certain
rang on a u, < vy, alors £ < €' (c’est le théoréme du passage a la limite).

Preuve : Supposons £ > ¢, alors il existe a € ]€’; €[ donc a partir d'un certain rang on doit avoir u, > « et v, < « ce qui
est contradictoire, donc ¢ < ¢'.

O

Remarque 9.6 — Pour le passage a la limite on peut avoir u, < vy, et€ = €', par exemple en prenant u,, =1— %
etv, =1+ %, donc dans un passage a la limite les inégalités deviennent larges.

@Théoréme 9.5
Soient u, v et w trois suites réelles. Si u et v convergent vers ¢ et si a partir d’'un certain rang on a
Un < Wy < Uy, alors w converge vers £ (c’est le théoréme des gendarmes ou de P'étau).

Preuve : Soit € > 0, il existe un entier N a partir duquel on a u,, < w;, < v, avec uy, v, € 1€—¢;€+¢€[, donc w, € [€—¢;{+¢€[
a partir du rang N, donc w,, — £. O

@Théoréme 9.6
| Soientu et v deux suites réelles. Si u converge vers 0 et si v est bornée, alorslimu x v =0.

Preuve : Il existe un réel positif M tel que |v,,| < M pour tout n, d’olt |u, v,| < M|uyl, c’estadire —-M|u,| < un vy < Mlugl,
on peut donc conclure que u, v, — 0. (I

Déterminer la limite des suites (si elle existe) :

iz Exemples :
. n
__ sin(n) _ n _ 1 —
—_ an—_n bn_2n+(—l)” Cn—kgl n+\/E dn—n_\/ﬁ
51 1\"
- en=22 fa=Vn2i+n+l-n gn=(1+7)

5) Caractérisations séquentielles

@ Théoreme 9.7 (caractérisation séquentielle de la borne supérieure)
Soit A une partie non vide de R et soitM e R, on a :
M est la borne supérieure (inférieure) de A si et seulement si M majore (minore) A et il existe une suite
d’éléments de A qui converge vers M.

Preuve : Si M = sup A, alors pour tout n € N, 3ay, € A tel que M - -1+ < @, car M - -5 ne majore pas A, la suite (a,)
1

ainsi construite converge vers M car M — -7 < an <M.
Si M majore A et qu'il existe une suite (a,) de A qui converge vers M, alors pour tout € > 0, a partir d'un certain rang
NonaM -e¢ < a,, donc M — € ne majore pas A, M est donc le plus petit majrant de A. (I

@ Théoreme 9.8 (caractérisation séquentielle de la densité)
Soit A une partie non vide de R, A est dense dans R si et seulement si pour tout réel x il existe une
suite d’éléments de A qui converge vers Xx.

Preuve : Celle-ci est simple et laissée en exercice. O

Il SUITES AYANT UNE LIMITE INFINIE

1) Définition
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ﬁ Définition 9.4

Soit u une suite réelle :

— on dit que u admet comme limite +oo lorsque u,, peut étre aussi grand que I'on veut pourvu que n
soit assez grand, c’estadire: VAeER,ANeN,VneN,n >N = u, > A.
Notation :lim u = +oo oulim u,, = +oo ou u,;, — +oo.

— on dit que u admet comme limite —oo lorsque u, peut étre aussi petit que I’on veut pourvu que n
soit assez grand, c’estadire : VAeR,ANeN,VneN,n >N = u, <A.
Notation :lim u = —oo oulim u,, = —oo ou u,;, — —oo.

Remarque 9.7 -
— Si up — +oo alors u n'est pas majorée (mais elle est minorée).
- Siu, — —oo alors u n'est pas minorée (mais elle est majorée).
— Onal'équivalence :lim u, = —co <= lim—u, = +oco.

wwExemple : Si ¢ > 1 alors lim g” = +oo0.

Comme pour les suites convergentes, on peut montrer :
— Si u admet une limite infinie, alors toutes les suites extraites de u ont la méme limite que u.
— Siuy, — +ooet ur, 1 — +oo, alors u,; — +oo.

2) Limite infinie et ordre

@Théoréme 9.9
Soient u et v deux suites réelles :
— Silimu = +oo et si a partir d’'un certain rang on a u, < v,, alorslim v = +oo.
- Silimv = —oo et si u, < v, a partir d’un certain rang, alors lim u = —oco.
— Silimu = +oo (respectivement —oo) et si v est minorée (respectivement majorée), alorslimu+ v =
+00 (respectivement —oo).

Preuve : Pour le premier point : il existe un entier N; a partir duquel on a u, < vy, soit A un réel, il existe un entier N, a
partir duquel on a A < u,, donc si n > max(Ny,N») alors A < v, donc v, — +oo.

Pour le deuxiéme point : on peut appliquer le précédent aux suites —u et —v.

Pour le troisiéme point : supposons u;, — +oo et v minorée par un réel m, alors pour tout entiern on a m+ u, <
Un + Uy, or la suite (m + u,,) tend vers +oo, on peut donc appliquer le premier point, i.e. u, + v, — +oo. Dans 'autre cas
on peut raisonner sur les suites —u et —v. (I

3) Limite infinie et opérations

©9Théoréme 9.10
Soient u et v deux suites de limites respectives £ et ' dansR, et soit A € R.
— limu+v=20+¢ saufsil=+oco etl' =—oo (oul'inverse).

limAu = AL (si A = 0 alors la suite Au est nulle).
— limux v =200 saufsif =0 et? = +oco (oul'inverse).
Si a partir d’'un certain rang la suite u ne s’annule pas, alors la suite % :

tend vers % sileR*

tend vers 0 sifl=+o0
tend vers + oo sil=0etu>0
tend vers — oo sil=0etu<0

n’a pas de limite dans les autres cas

Preuve : Pour la somme : prenons par exemple le cas £ € R et £’ = +oo, la suite u,, est minorée par un certain réel m (car
convergente) d’apres le paragraphe précédent, u, + v, — +oco. Les autres cas non indéterminés se ramenent a celui-ci.
Pour la forme indéterminée, on peut considérer les exemples suivants : (n + (—n + a)) qui converge, (n+ (— g)) qui tend
vers +oo, (n+ (—2n)) qui tend vers —oo, et (n + (—n+ (—1)")) qui n’a pas de limite.
Pour Au : il suffit de considérer le cas A > 0 et u,, — +oo (laissé en exercice). Les autres cas se rameénent a celui-ci.
Pour le produit : prenons par exemple le cas ot £ est un réel strictement positif et £’ = +oo, alors a partir d’'un
certain rang, ona v, >0 et u, > §>O, d’ott u, vy, > vng, or vng tend vers +oo, et donc u,, v, aussi. Les autres cas non
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indéterminés se ramenent a celui-ci. Pour la forme indéterminée, on peut considérer les exemples suivants : (% x 1) qui
(="
n

converge, (1 x \/Lﬁ) qui tend vers +oo, (—n x \/Lﬁ) qui tend vers —oo, et (1 x ) qui n’a pas de limite.

Pour l'inverse : supposons que ¢ =0 et u > 0, soit Aun réel et € = il existe un entier N a partir duquel on

_1

THAD

alup| <¢, c’est a dire en fait, 0 < u,, <€ etdonc A< 1+|A| = 1 < -, par conséquent - — +oo. Les autres cas non
n n

. 2 . 2 a ~ . . . . —_ n . .
indéterminés se raméenent a celui-ci. Pour terminer prenons la suite u;, = %, son inverse est la suite ((—1)"n) et cette

suite n’a pas de limite (distinguer les termes de rangs pairs et les termes de rangs impairs). (]

IV THEOREMES D’EXISTENCE D’UNE LIMITE

1) Suites monotones

@Théoréme 9.11
Si u est une suite croissante majorée (respectivement décroissante minorée), alors(u,) converge vers

sup u, (respectivement vers inf u,).
neN neN
Si u est une suite croissante non majorée (respectivement décroissante non minorée), alors (u,) tend

vers +oo (respectivement vers —oo).

Preuve : Supposons u croissante majorée, soit £ = sup u,, et soit € > 0, alors il existe un entier N tel que uy > ¢ —¢ (car
neN
¢ — ¢ ne majore pas la suite). Si n > N alors, la suite étant croissante, { —e < uny < u, <€ <l+eetdonc|u, - €| <eg, ce

qui prouve que u, — ¢£.

Lorsque u est croissante non majorée : soit A un réel, alors il existe un entier N tel que uy > A (A ne majore pas la
suite), si n > N alors A < uy < uy, donc u; — +oo. (Il
Conséquences :

a) Si (u,) est croissante majorée, alors u, — ¢ = supu, € R et donc Vn € N,u, < {. En fait si u est
strictement croissante, alors Vn € N, u, < £ (car s’il y avait I’égalité au rang N, alors la suite serait
constante a partir de I'indice N).

b) Si (u;) est décroissante minorée, alors u;, — ¢ = infu, € R et donc Vn € N, u,, > ¢. En fait si u est
strictement décroissante, alors Vn € N, u, > £ (car s'il y avait I'égalité au rang N, alors la suite serait
constante a partir de I'indice N).

¢) Une suite monotone est donc convergente si et seulement si elle est bornée.
i Exemples :
n
— Soit u la suite définie par: u, = kZ % Cette suite est croissante (u,+1 — U, > 0), en remarquant que
=1

. . . . 2
pour k >2ona % < m = ,lc - ﬁ, on voit que u, < 2, la suite u est donc convergente (de limite %).

— Soit v la suite définie par vy =1 et Vn e N, v,41 = sin(v,). Il s’agit d'une suite récurrente, la représenta-
tion graphique des premiers termes suggere que la suite est décroissante minorée par 0, ce qui est facile
a vérifier par récurrence. La suite v est donc convergente de limite ¢, 1a fonction sinus étant continue,
on a sin(v,) — sin(¥), c’est a dire v,,.1 — sin(¢), donc £ = sin(f). L'étude de la fonction x — sin(x) — x
montre que I'unique solution de sin(x) = x est 0, donc £ =0, i.e. v,, — 0.

2) Suites adjacentes

g Définition 9.5

Soient u et v deux suites, on dit qu’elles sont adjacentes lorsque I'une est croissante, I'autre décrois-
sante etlimu, — v, =0.

n
sisExemple : Soient u et v les suites définies par: u, = ). % et v,=u,+ ﬁ, ces deux suites sont adjacentes.

€8 Théoreme 9.12
| Deux suites adjacentes sont nécessairement convergentes et convergent vers la méme limite.

Preuve : Supposons u croissante, v décroissante, et lim u, — v, = 0. Soit w,, = v,, — uy, alors w11 — Wy = Wp41 — Vp) —
(Up+1 — Uy) < 0, donc la suite w est décroissante, or lim w, =0, donc Vn e N, w, > 0, i.e. u, < v,. Mais alors u est
majorée par vy et v est minorée par g, donc u et v sont convergentes : u, — £ et v, — £', par conséquent w, — €' — ¢,
or w, — 0,donc £=1¢". O
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3) Le théoreme de BOLZANO - WEIERSTRASS

@Théoréme 9.13 (de Bolzano?- Weierstrass>.)
| Siu estune suite réelle bornée, alors on peut en extraire une suite convergente.

Preuve : On applique le principe de dichotomie : il existe ay < by deux réels tels que Vn € N, u, € [ap; bp]. On pose
Iy = [ao; by] et (0) = 0. On coupe cet intervalle en deux, soit 16 = lag; %bo] et I(’]’ = [%bo;bo], siineN/ u,ce 16}
est infini alors on pose I} = I(’), sinon on pose I} = Ig. On alors un nouveau segment I; = [ay; by] inclus dans Iy avec
b1—a; = % et{neN/ uy, €I} infini. On peut donc choisir n; > 0 tel que u,, €1, on pose (1) = n;. On recommence
de la méme facon avec1; ...

On construit ainsi une suite de segments I, = [a,; b,,], emboités (1,41 <1,), tels que b, — a, = %, et une applica-
tion o : N — N strictement croissante telles que pour tout n, et ugy) €1,, c’estadire a, < ug(m) < by. Or les suites (ay,)
et (by,) sont adjacentes, elles convergent donc vers une méme limite ¢, et donc par le théoréme des gendarmes, on a
Ug(n — ¢ : on a donc construit une suite extraite convergente. (]

V COMPARAISON DES SUITES

1) Définitions

g Définition 9.6
Soient (u,), (v,) et (€,) trois suites telles qu’a partir d’'un certain rang u, = v,€,. On dit que :
— uy est dominée par v, lorsque la suite (€,,) est bornée. Notation : u, = O(vy).
— uy est négligeable devant vy, lorsque €, — 0. Notation : u, = o(vy).

— uy est équivalente a vy lorsque €;,, — 1. Notation : u, ~ vy.

@ Théoréme 9.14 (Caractérisations)
Lorsque la suite v ne s’annule pas a partir d’'un certain rang :
— u, =0(v,) sietseulement si la suite % est bornée.

— up=o(vy) siet seulementsilim% =0.
n

— Uy ~ vy sietseulement silim 7 = 1.
n

Preuve : Celle - ci est simple et laissée en exercice. ([
ssExemple: n=0(n?); —f<~<+; nsin(n) =0(n).

Remarque 9.8 -
- up = 0(1) signifie que la suite (u,) est bornée [donc O(v,) = v, x O(1)].
— uy = o(1) signifie que u, — 0 [donc o(vy,) = v, x 0(1)].

Si u, = o(vy) alors u, = 0(vy,).

— Siuy, ~ vy, alors u,; = 0(vy).

Si uy = o(vy) et vy, = o(wy), alors u, = o(wy) (transitivité).

Siu;, =0(vy) et v, = 0(wy), alors u, = O(w,,) (transitivité).
Uy~ Vy < Uy—Vy=0(Vy).

@Théoréme 9.15
La relation «... est équivalente a ... » est une relation d’équivalence dans & (N,R), c’est a dire qu’elle
est réflexive, symétrique et transitive. De plus :
- Si¢eR etsiuy, ~ ¥ alors u, — ¢ (réciproque vraie lorsque £ € R*).
— Siuy=o0(vy,) alorsVAER, Auy, + vy ~ vy,

Preuve : Celle-ci est simple et laissée en exercice. O

3. BOLZANO Bernhard (1781 — 1848) : mathématicien et philosophe tcheque.
3. WEIERSTRASS Karl (1815 —1897) : mathématicien allemand parfois surnommé le pere de l'analyse moderne
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2) Les exemples classiques

@Théoréme 9.16 (des croissances comparées)
Soient o, P €]0; +oo] :
- Sia<p alors n® = o(nﬁ) et # =o(L).

n
[In(n)]* = o(nﬁ).
n® = o(e™) et n% = o(e"ﬁ).
YaceR,a" = o(n!) etdonc n* = o(n!).

n!'=o(n").

lal"

n!’

alors % = % < % a partir d'un certain rang N, d’ot
n

Preuve : Pour 'avant dernier point avec a # 0 : on pose u,, =
pourn >N, 0 < uNzn < et donc un—>0
kélpourk>1). |

Pourle dernler point : Soit u, = n" alors0 < u, < % (en écrivant que -

@Théoréme 9.17 (les équivalents usuels)

Soit (u;) une suite de limite nulle, alors;

*Si f:]1—a;al— R (ot a>0) est dérivable en 0, et si f'(0) # 0, alors pour toute suite (u,) de limite
nulle, on a f(u,) — f(0) ~ f'(0) uy,.

esin(uy,) ~ uy; et —1 ~u,; In(1+ uy,) ~ uy; tan(uy,) ~ uy; A+ u)*—1~auy,;

e]1 —cos(u,) ~ 1 2

* Soit P(x) = Z arx* une fonction polynomiale avec ap # 0, alors P(n) ~ ayn® (équivalence avec le

k=0
terme de plus haut degré).

* Soit Q(x) = ggxg une fraction rat1onnelle avec a,xP le terme de plus haut degré de P (ay, #0) et by x"

celui deR (b; #0), alors Q(n) ~ b_r EnP~" (équivalence avec le rapport des termes de plus haut degré).

Preuve : Si f est une fonction dérivable en 0, alors il existe une fonction € de limite nulle en 0 telle que : f(x) — f(0) =

xf'(0) + xe(x), si f'(0) # 0 alors pour n assez grand on aura f(u,) — f(0) = u, f'(0)[1+ Ef,b(‘(’)’))] ce qui entraine que

’f(un)—f(0)~unf(0) car u,, — 0. 0

3) Propriétés

@Théoréme 9.18

Soient u et v deux suites,

— Siuy, ~ v, etsilimv, =R, alorslim u,, = ¢.

- Siu, ~ vy etsiay ~ by, alors uya, ~ v,b, (compatibilité avec la multiplication).

— Siuy, ~ v, etsiv ne s’annule pas a partir d’'un certain rang, alors uin ~ vin (compatibilité avec le
passage a l'inverse).

- Siup ~ vy, etsiv, >0 ne sannule pas a partir d’'un certain rang, alors u$, ~ v pour tout réel «
(compatibilité avec les puissances constantes).

Preuve : Celle - ci découle directement de la définition. ]
@Attention!
, oy e1el s , .. P . 1 .1 L.
1l n’y a pas compatibilité avec l'addition en général, par exemple: n+-. ~ net—n ~ 1—n, mais ; West pas équivalent
al.

Ces propriétés sont utiles pour les calculs de limites qui ne peuvent pas étre faits directement : on essaie de se
ramener a un équivalent plus simple (s'il y en a ...) dont on sait calculer la limite.

s=Exemples :
~ Soit u, = Vn? —n—n, alors u, = n[(1-1/n)"? 1] ~ n[52] = -1/2, donc u, — —1/2.
- Soit u, = %, on a n? = o(e") donc n? — e ~ —e"*, d’autre part n* = o(n!) donc n!+ e" ~ n!, d’o1

n
Uy ~ —%;, mais e” = o(n!), donc u, — 0.
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@ Théoreme 9.19 (équivalent de Stirling)
| onan!~n"e*V2nun.

VI EXTENSION AUX SUITES COMPLEXES
1) Définitions

On adopte la méme définition et les mémes notations que pour les suites réelles, une suite complexe est
donc une application u: N — C, I'’ensemble des suites complexes est F (N, C).

— Si u est une suite complexe, on pose pour tout entier n, a, = Re(u,) et b, = Im(u,), alors les suites
a et b sont des suites réelles, avec u, = a, + ib,. La suite a est appelée partie réelle de u et notée
a =Re(u), la suite b est appelée partie imaginaire de u et notée Im(u). Par exemple, si 0 € R, la partie
réelle que la suite (e"9) est la suite (cos(n8)), et sa partie imaginaire est la suite (sin(16)).

— La suite conjuguée de u est notée u et définie par u, = a, — iby.

— La suite module de u est notée |u| est définie par |ul, = |u,| = \/ a2 + b3.

— Soit 0 : N — N une application strictement croissante, la suite (u4(;)) est appelée suite extraite de u et
ona Ugp) = Agn) + ibo’(n).

— On dit que la suite complexe u est bornée lorsque sa partie réelle a et sa partie imaginaire b sont des
suites réelles bornées. Ceci revient a dire que la suite |u| est majorée.

— On définit dans & (N, C) les mémes opérations que pour les suites réelles : addition, multiplication
et produit par un complexe. On trouve de méme que (& (N, C), +, x) est un anneau commutatif non
integre.

2) Convergence

<4 Définition 9.7
Soit u une suite complexe, et soit £ un complexe. On dira que la suite u converge vers £ lorsque la
suite (|u;, —2)) nen tend vers 0, c’est a dire :
Ve>0,ANeN,VneN,n>N = |u,—f|<e.

. inf
wwExemple : Soit u, = <, alors |u,| = % — 0 donc u converge vers 0.

3) Propriétés

€9 Théoréme 9.20
Soit u une suite complexe et £ un complexe, alors la suite u converge vers ¢ si et seulement si la suite
(Re(up)) converge vers Re(?) et la suite (Im(uy)) converge vers Im(¢).

Preuve : Notons u, = a, + ib, et £ = a+ if3, (formes algébriques). Supposons que a, — « et b;,, — f, alors |u, — €| =
V/(ay — )2+ (b, —B)? qui tend donc vers 0, donc u converge vers £.

Réciproquement, si u converge vers ¢, on a |a, —a| < |u, — €| et |b, — Pl < |u, — €|, or |u, —¢| tend vers 0, par
conséquent a, — a et b, — p. (I

Connaissant les propriétés de suites réelles convergentes, on peut en déduire celles des suites complexes
convergentes en raisonnant sur les parties réelles et imaginaires :

— Toute suite convergente est bornée.

— Si u converge vers £ € C, alors toute suite extraite de u converge vers £.
Si u converge vers € € C et v converge vers £’ € C, alors u+ v — €+, uv — €0 et VA€ C,Au — AL.

Si u— € e C*, alors a partir d'un certain rang u,, # 0 et % - %

Si u converge vers £ € C, alors la suite u converge vers ¢ et la suite |u| converge vers |£].
Si u est bornée alors on peut en extraire une suite convergente (Bolzano - Weierstrass).

Remarque 9.9 - Si u;, — ¢ dansC, et si u est a valeurs réelles, alors la suite (by,) est la suite nulle, or b, — Im({),
doncIm(?) =0, c’est adirel € R.

Exercice 9.2 FEtude de la suite (i, = ¢°).
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VIl SOLUTION DES EXERCICES

Solution 9.1 Clest une suite géométrique de raison e'®. Si® = 0 (2m), alors la suite est constante égale a 1, donc u, — 1. Si
0 #0 (2m), supposons que u, — € € C, alors |uy| — |€|, or lu,| =1, donc|€| = 1. D'autre part, up4+1 = ei® Un, par passage a
la limite, on al =€e'®, or 0 #0 (car|0| = 1), donc e'® = 1 ce qui est absurde, par conséquent si® # 0 (21), la suite (u,) est
divergente.
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