Chapitre 5

Fonctions usuelles
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I FONCTIONS CIRCULAIRES - INVERSIONS

1) Fonctions circulaires : rappels

Le plan £ est muni d'un rePére orthonormé direct (O, %, 7). Soit x un réel, et M(x) le point du cercle
trigonométrique tel que (2,0M ) = x (mod 2m) alors les coordonnées de M(x) sont (cos(x), sin(x)), lorsque

xeR\ {g +kn | k € Z}, on pose tan(x) = 23;(();?) )

M T tan(x)
sin(x) +—-—-—-—

Remarque 5.1 — Le réel x représente également la longueur de Uarc de cercle AM avec A(1,0), le cercle étant
orienté dans le sens direct.
Quelques propriétés :
- VxeR,cos?(x)+sin?(x) = 1.
— Les fonctions sinus et cosinus sont 2n-périodiques définies continues dérivables sur R, a valeurs dans
[-1;1], et on a sin’ = cos et cos’ = —sin.
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— La fonction tangente est n-périodique, définie continue dérivable sur R\ {g +kn| ke Z eton a

l _ 2 _ 1
tan'(x) = 1 +tan“(x) = IR

— Les fonctions sinus et tangente sont impaires alors que la fonction cosinus est paire.

( ' )
A retenir
Si u est une fonction dérivable alors sin(u) et cos(u) sont dérivables avec les formules :
[sin(#)]’ = v’ cos(u) et [cos(u)] = —u' sin(u)
Si de plus la fonction cos(u)) ne s’annule pas, alors la fonction tan(u) est dérivable et :
[tan ()]’ = v/ (1 + tan?(u)) = —%

cos?(u) )
R | |
v | \ T 4 \
; | I I
Sin % 0 ; } 1 3 }
- T bl¢ T
-3 0 3 \ } £+ 2 }
1+ } +1/
| Gran
e E
7 R R
(gCOS } }
\ T2
| 0 | | |
_ | ! T3
T 2 0o 7 ’T[ | |
\ \ T+ -4
-1 +——-—-—-- | |
| 1L _5 |
— On ales relations sin (i + x) = —sin(x) et cos(m + x) = — cos(x).

T T TU T

x [|[0] 5|3 |3 |32

sin(x) | 0| % ‘/75 ‘/75 1

— On ales valeurs remarquables : ANAE A
cos(x) || 1 S35 3 0
tan(x) \/Lg 1 V3
comme sin(m — x) = sin(x) et cos(m — x) = —cos(x), on peut compléter le tableau avec les valeurs
&t 31 3T et 71, la parité permet ensuite d’avoir un tableau de —m a 7.

- Formules d’addition: Vx,yeRona:
e cos(x+ y) = cos(x) cos(y) —sin(x) sin(y). En particulier, cos(2x) = 2cos?(x) — 1 = 1 —2sin?(x).
¢ sin(x + y) = sin(x) cos(y) + cos(x) sin(y). En particilier, sin(2x) = 2 sin(x) cos(x).

e tan(x+y) = % En particulier tan(2x) = 12?:—%
e En posant u = tan( ), on asin(x) = 1+u2

Y Exercice 5.1

x2

1/ Montrer queVx € R, |sin(x)| < [x], 0 < 1 —cos(x) < 5.

2/ Montrer queV x €] — %; X[, |tan(x)| > |x|.

2'5

2) Inversion des fonctions circulaires

La fonction arcsin
La fonction f: [-7;7] — [-1;1] définie par f(x) = sin(x) est continue et strictement croissante sur I =

[— 2 ; 2] elle réalise donc une bijection entre L et f(I) = [sin(—g) ;sin(g)] = [-1;1]. La bijection réciproque

est notée f~! = arcsin [arcsinus], elle est définie par :
arcsin: [-1;1] — [-5;3

X — arcsin(x) = y tel que ye [_g;g
ytelq sin(y) =
wwExemple : arcsin(-1) = -7, arcsin(1) = 7, arcsin(0) =0, arcsin(%) =51

La fonction f étant strictement croissante et continue sur I, la fonction f~! = arcsin est strictement
croissante et continue sur [—1;1]; f est dérivable sur I et sa dérivée s’annule en —g et %, mais pas sur
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I'intervalle ouvert, la réciproque est donc dérivable sur ] — 1;1[ mais pas en —1 ni en 1 [tangente verticale en
ces points], on a la formule suivante :

1 1
cos(arcsin(x)) 1—x2

Car : cos?(arcsin(x)) + sin?(arcsin(x)) = 1, c’est a dire cos?(arcsin(x)) + x2 = 1 d’ol1 cos(arcsin(x)) = +V1 — x2,
mais ce cosinus est positif car arcsin(x) € [—g ; %], donc cos(arcsin(x)) = V1 — x2.

Vxe€]—1;1[,arcsin’(x) =

! ~

-©-A retenir

Si u est une fonction dérivable a valeurs dans ] — 1;1[ alors la fonction arcsin(u) est dérivable et :

. r_
[arcsin(u)] = —=—
1-u?

<€arcsin

s
N

cgsin

x| -1 0 +1

7 2

arcsi 0
o
2
Propriétés :

Vx € [-1;1],sin(arcsin(x)) = x.

Vxe [—g; %],arcsin(sin(x)) =x.

Vx € [-1;1],arcsin(—x) = —arcsin(x) [fonction impaire].
— Vxe[-1;1],cos(arcsin(x)) = V1 — x2.

Vx € [-m; 7], arcsin(cos(x)) = %— |x].

@Attention!
La fonction f : x — arcsin(sin(x)) n'est pas l'identité, elle est 2n- périodique et impaire, il suffit donc l'étudier
sur [0;m], mais elle vérifie f (n — x) = f(x), la droite x = 5 est donc un axe de symétrie et I'étude se réduit a [0; 51,
intervalle sur lequel f(x) = x.

La fonction arccos

La fonction f: [0;] — [—1;1] définie par f(x) = cos(x), est continue et strictement décroissante, elle
définit donc une bijection entre [0; ] et f([0;7]) = [f(m); f(0)] = [—1; 1]. Par définition, la bijection réciproque
est notée f~! = arccos [arccosinus], elle est définie par :

arccos: [-1;1] — [0;m]
y€[0;m]

X — arccos(x) = y tel que { cos(y)=x

siwExemple : arccos(—1) = w, arccos(1) =0, arccos(0) = %, arccos(—%) = %",

La fonction f étant strictement décroissante et continue sur I = [0;n], la fonction f 1 = arccos est
strictement décroissante et continue sur [—1;1]; f est dérivable sur I et sa dérivée s’annule en 0 et et 7, mais
pas sur l'intervalle ouvert, la réciproque est donc dérivable sur ] — 1;1[ mais pas en —1 ni en 1 [tangente
verticale en ces points], on a la formule suivante :

-1 -1
sin(arccos(x)) 71— 2.

Car : sin?(arccos(x)) + cos?(arccos(x)) = 1, c’est a dire sin?(arccos(x)) + x% = 1 d’ot1 sin(arccos(x)) = +V1 — x2,
mais ce sinus est positif car arccos(x) € [0; 7], donc sin(arccos(x)) = V1 — x2.

Vx€]—1;1[,arccos’ (x) =
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Si u est une fonction dérivable a valeurs dans | — 1; 1[ alors la focntion arccos(u) est dérivable et :

-@'A retenir
% [arccos(u)]’ =

(garccos

I
arcco 2

Propriétés :

Vx € [-1;1],cos(arccos(x)) = x.

— Vx€[0;m],arccos(cos(x)) = x.

Vx e [-1;1],sin(arccos(x)) = V1 — x2.
Vx € [-1;1],arccos(x) + arcsin(x) = TE‘
Vx € [—1;1],arccos(—x) = m—arccos(x).

@Attention!
La fonction f : x — arccos(cos(x)) n'est pas lidentité, elle est 2m- périodique et paire, il suffit donc l'étudier sur
[0; ] intervalle sur lequel f(x) = x.

La fonction arctan
La fonction f: ] - %; % [— R définie par f(x) = tan(x), est continue et strictement croissante, elle réalise
donc une bijection entre ] - 3; 5[ et f(1— %; 7[) = R. Par définition, la bijection réciproque est notée f =

arctan [arctangente], elle est définie par :

[

x +— arctan(x) = ytel que {

arctan: R — ]—g;

SIE]

s Exemple : arctan(0) = 0, arctan(1) = g, arctan(v/3) = %,

La fonction f étant strictement croissante et continue sur I =] — 7; 2|, la fonction f ~1 = arctan est
strictement croissante et continue sur R; f est dérivable sur I et sa dérivée ne s’annule pas sur I, la réciproque

est donc dérivable sur R, et on a la formule suivante :

1 1
1+ tan2(arctan(x)) 1+ x2°

Vx € R, arctan’ (x) =

Si u désigne un fonction dérivable, alors la fonction arctan(u) est dérivable et :

1 u
[arctan(w)]’ = i

-@-A retenir
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; cgtan ;
\ \
\ \
\ \
\ \
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T2 | |
77777777 740»77[77T7777777
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\ \
\ \
\ \
Propriétés :
- Vx e R, tan(arctan(x)) = x
- Vxe]l- g; g [,arctan(tan(x)) =

- VxeR,arctan(—x) = —arctan(x)
~ Vxe€R*,arctan(x) +arctan(: ) =

— Vx€eR,arctan(x) = arcsin
- VxeR,arctan(x) = Arg(1 +

I FONCTIONS LOGARITHME ET EXPONENTIELLE

f‘
\_/+
=
o)

1) Logarithme népérien

La fonction x — % est continue sur ]0; +oo[, elle admet une unique primitive qui s’annule en 1.

fg Définition 5.1
1

L'unique primitive de la fonction x — < sur]0; +oo[ qui s’annule en 1 est appelée logarithme népérien

xdt
=

et notéeln. On adonc Vx> 0,ln(x) =

1
Cette fonction est donc dérivable sur I10; +oo[ et|In'(x) = — |, elle est donc strictement croissante sur L.
X

Soit y >0, la fonction f : x— In(xy) et dérivable surI et f'(x) = y— S y ,on en déduit que f(x) =In(x)+c
ol ¢ est une constante, on aIn(y) = f(1) =In(1) + ¢ = ¢, par conséquent on obtient :

@Théoréme 5.1 (Propriété fondamentale du logarithme)

| Vx,y>0,In(xy) =In(x) +In(y).

Conséquences :

Si u est une fonction dérivable qui ne s’annule pas, alors [In(jul)]’ = %
Vx,y e R*,In(|xyl) = In(|x]) + In(|y].

Vx,y € R, In(15) = In(lx]) —In(lyD.

- VnezZ*,VxeR*In(x"|) = nln(x]).

@Théoréme 5.2 (Limites du logarithme népérien)

1 1
| lim In(x) = +oo; lim In(x) = —oo; lim n(x) =0; lim xIn(x) =0; lim n()
X—+00 x—0t X—+00 X x—0t x—1 x—

=1.

Preuve : V7n € N,In(2") = nln(2) or In(2) > 0, donc la suite (In(2")) tend vers +oo ce qui prouve que la fonction In n’est
pas majorée, par conséquent elle tend +oo.
En posant X = % ona lim X=+ocodonc lim In(x) = lim —-InX)=-
x—0F x—0* X—+00
lm ln(x) =In'(1)=1.
Pour t>1lonavr<tetdoncpourx>1lona0<In(x) < f;
: In(x) _
lim —x - 0. O

X—+00

=2[y/x—1], le théoreme des gendarmes entraine

Sl
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Courbe représentative :

+1
X 0 1 +00 I I I
In’ + + 2 3 4
+00
In 0 —
/
—00
@Théoréme 5.3 (Inégalité de convexité)
| Vx>0,In(x) <x-1.
Preuve : 11 suffit d’étudier la fonction f: x — In(x) — x+ 1. O

2) La fonction exponentielle

La fonction In est strictement croissante sur I = ]0; +oo/, elle définit donc une bijection de I sur J = Im(In),
comme elle est continue on a Im(ln) = ]li(r)nln; limln[ =R.
(e.0]

5 Définition 5.2
La réciproque est appelée fonction exponentielle et notée exp, elle est définie par :

exp: R — ]0;+400[ .
x — exp(x)=ytelquey>0etln(y)=x

Propriétés :
— Lafonction exp est strictement croissante sur R et continue, de plus exp(0) = 1.
— La fonction In est dérivable sur ]0; +oo[ et sa dérivée ne s’annule pas, donc la fonction exp est dérivable

, 1
sur Ret|exp (x) = m =exp(x) |

— Dans un repere orthonormé, la courbe de la fonction exp et celle de la fonction In sont symétriques
par rapport a la premiere bissectrice.

T 4 Cexp

/ 1 cgln
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Soient x,y € R, notons X = exp(x) et Y = exp(y) alors X et Y sont dans ]0;+oco[ on peut donc écrire
In(XY) = In(X) + In(Y) ce qui donne x + y = In(XY), par conséquent exp(x + y) = XY = exp(x) exp(y), on peut
donc énoncer :

@Théoréme 5.4 (Propriété fondamentale de I'exponentielle)
Vx,y R, exp(x+ y) =exp(x)exp(y).

Il en découle en particulier que exp(—x) = m.

Notation : On déduit de ce théoreme que pour tout entier 7 € Z et pour tout réel x on a exp(nx) = [exp(x)]".
En particulier on a pour x = 1, exp(n) = [exp(1)]". On pose alors| e = exp(1) |, d’ol1 exp(n) = . On convient

alors d’écrire pour tout réel x :
exp(x) =e* |

Les propriétés s’écrivent alors :
- eV =¢"xel.
—e'=1,e*= eix, VYneZz, e™ =[e*".
- Si u désigne une fonction dérivable alors [e¥]’ = u' x e™.
- VxeR,e*>x+1.
Preuve : Soit X = e*, on sait que In(X) < X -1 ce qui donne I'inégalité. [

@ Théoréme 5.5 (Limites de la fonction exponentielle)

er e -1
| lim e*=0, lim e*=+o0c0, lim — =400, lim =1.
X——00 X—+00 Xx—+0o X x—0 X

Preuve : La fonction exp est continue et strictement croissante sur R donc Im(exp) = Jlimexp; lim exp[=10;+ool[. Soit
—00 (e}

=exp’(0) = 1. O

e’ -1

. X . .
X=e alors lim & = lim % = +o0. lim
x—+00 ¥ X—too !l x—0

Remarque 5.2 - Il en découle que xlil’P xe *=0.
—+00

Il FONCTIONS PUISSANCES

Les puissances entieres sont supposées connues.

1) Puissance quelconque

gnéﬁnition 5.3

| Sia estun réel et si x> 0 alors on pose x* = e*n®)

Cela définit une fonction fy continue et dérivable sur ]0; +oo[ avec la formule : [x*]’ = ax® L,

Il en découle que si u est une fonction dérivable a valeurs strictement positives, alors la fonction u* est
dérivable et :

1

(1) =axu xu™

0 sia>0

. . Dans le premier cas on pose 0% = 0, dans le second cas il y a une
+oo sia<O0

On a lim fy(x) = {
x—0
asymptote verticale.
Lorsque a >0 : £=0 = pla-Din(®) _,
X x—0
etlorsque a < 1 on a une tangente verticale.

0 sia>1 .
, lorsque a > 1 on a une tangente horizontale

+o0o si0<ax<l1
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a<0

O<ax<l1

Cas particuliers (avec x > 0) :
a) Lorsque a = n € Z, on retrouve bien les puissances entieres car exp(nln(x)) = (exp(ln(x)))n = x".
b) Lorsque a = % avec n € N* : soit y = x% on a y" = exp(4 In(x)) = x, comme y est positif, on dit que y
est la racine n¢ de x. Notation pour x> 0: x'/" = {/x.
¢) Lorsque a = % eQavecpeZetgeN* :soity=x%onay?= exp(qg In(x)) = xP, comme y est positif,
y est laracine g¢ de xP. Autrement dit, pour x > 0, x?/9 = {/xP.

@Théoréme 5.6 (Propriétés)

Avecx, y>0eta, PeR:

— In(x%) = aln(x).

— x%x xP = x**B et donc x = %, et ;—: = x% P,
— (x%)P = xob,

_ (xy)(x = x% x y(x'

— Pouranonnul, y=x* < x= yi.

Preuve : Celle-ci est simple et laissée en exercice. O

Y Exercice 5.2
1/ Soient u et v deux fonctions dérivables avec u > 0, calculer la dérivée de la fonction x — u(x)"™.
2/ Calculer lim (1+1).
X—+00

2) Croissance comparée de ces fonctions

Comparaison des puissances : si a < p alors x* est négligeable devant x® au voisinage de +oo et xP est
négligeable devant x* au voisinage de 0, c’est a dire :

N . xP
im — =0et lim — =0
x—+00 xP x—0* x@

Comparaison des puissances et des logarithmes : si a et p sont des réels strictement positifs, alors [In(x)]*
est négligeable devant x® au voisinage de +oo et |In(x)|* est négligeable devant # au voisinage de 0, c’est a
dire :

1 [04
lim [n)™ _ 0et lim x*|In(x)|*=0
X—+00 xﬁ x—0*

a

a In(w) \* o o p . L - .
Preuve : ”n% = (ﬁT) = (%) (h’%) avec u = x«, ce qui donne la premiére limite. La deuxieme en découle avec

le changement de variable u = % U
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Comparaison des puissances et des exponentielles : si o est un réel et si p > 0, alors x* est négligeable

devant eP* au voisinage de +oo, c’est a dire :

lim x%P*=0]|
X—+00

Preuve : Lorsque a < 0 il n'y a rien a démontrer. Lorsque a > 0, u = e*

.0

+ooetona x%e P¥ = —[ln%)]a — 0

X—+00 u—+0o

. p .. . .
* Exercice 5.3 Comparer x* et e* au voisinage de +oo avec u et p strictement positifs.

IV FONCTIONS HYPERBOLIQUES

1) Définition

55 Définition 5.4
Pour x € R, on pose ch(x) = %
th(x) = ffﬁ%’g = Z’i;gj [tangente hyperbolique].

[cosinus hyperbolique], sh(x) = % [sinus hyperbolique] et

Le cosinus hyperbolique : 1a fonction ch est paire, définie continue dérivable sur R et ch’/(x) =sh(x), on en

déduit le tableau de variation et la courbe :

(gch

-3 -2
Quelques propriétés :
- VxeR,ch(x)>1.
lim 98 - oot lim D -1
x—+oo X x—+oo € 2"

Le sinus hyperbolique : 1a fonction sh est impaire, définie continue dérivable sur R et sh’(x) = ch(x), on en

déduit le tableau de variation et la courbe :

+00

+00

|
T
= N W &~ O

Quelques propriétés :
- VxeR,ch(x) > 1.

lim 9% - jooet lim D=1

Xx—+400 X x—+oo € 2"

— VxeR,ch(x) +sh(x) = e* et ch(x) —sh(x) = e *.
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- Vx>0, x<sh(x) <ch(x).
lim 89 = toet lim D@ =1
x—+oo * x—+oo €* 2
La tangente hyperbolique : la fonction th est impaire, définie continue dérivable sur R et

ch?(x) —sh?(x) B

th'(x) = =1-th’(x) = ——
ch?(x) ch?(x)
d’ou les variations et la courbe :
1
(gth
X | —00 0 +00
+1
0 0 7 | | | | |
_— -3 -2 -1 0o 1 2
-1
-1

Quelques propriétés :
- VxeR,-1<th(x)<1.
- Vx>0,th(x) < x.

2) Trigonométrie hyperbolique

- Vxe€eR,ch?(x) —sh?(x) = 1.

— Formules d’addition: Vx,ycRona:
¢ ch(x+ y) = ch(x)ch(y) + sh(x)sh(y).
e sh(x+ y) = sh(x) ch(y) + ch(x)sh(y).

th(x)+th(y)
s th(x+y) = Thmmy -

ch(2x) =2ch?(x)—1=1+2sh?(x)
En particulier : | sh(2x) =2sh(x) ch(x)

2th
thex) = {158

— Transformations de somme en produit: Vx,y € R, en posant p = xT etqg= xzy, onax=p+gqet
¥ =p—q,onobtient:
e ch(x) +ch(y) =2ch(5¥) ch(52).
ch(x) - ch(y) = 2sh(x+y)sh(x;y)
sh(x) +sh(y) = 2sh(5¥) ch(5).

sh(x+ )
mm+mm—mmﬁﬂ

V SOLUTION DES EXERCICES

Solution 5.1
1/ Il suffit de le démontrer pour x positif en étudiant la fonction x — x — sin(x), puis on intégre de 0 a x ce qui donne la
deuxieme inégalité.
2/ On étudie x — x —tan(x) sur [0; 5 [. Pour x € ]-73;01, on applique I'inégalité précédente a — x.

Solution 5.2

1/ Comme l'exposant varie, on passe a la forme exponentielle : u’ = e’ d'oiy la dérivée : [u’]’ = [vIn(w)]' e’ =
!
Vin(w)u? + viu’ = v'In(w)u? + vu'u’t.

In(1+X) 1
X  avecX = x

X 1
)P+ = ¢ 0, oron

2/ Comme l'exposant varie, on passe a la forme exponentielle : (1 +

X—+

sait que )l(in}) ln(lTJrX) =1, et donc la limite cherchée vaut ' = e (par continuité de l'exponentielle).
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Solution des exercices Chapitre 5 : Fonctions usuelles

Solution 5.3 Il faut étudier la limite du quotient, c’et a dire la limite en +oo de X%
On poseX = xP — too,0na alors x = X!/P ef x%e= = X/B X " 0 d’apres les croissances comparées.
X—+o0 —+00
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