Chapitre 6

Equations différentielles
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I FONCTIONS A VALEURS COMPLEXES (ET VARIABLE REELLE)
1) Définition
Soit I un intervalle de R, et f: I — C une fonction a valeurs complexes.

Pour t €1, on pose u(t) = Re(f (1)) et v(f) = Im(f(¢)), on définit ainsi deux fonctions u et v a valeurs
réelles tellesque V t €1, f(#) = u(t) +iv(e).

g Définition 6.1

» La fonction u est appelée partie réelle de f et la fonction v est appelée partie imaginaire de f.

e La fonction f = u— iv est appelée fonction conjuguée de f.

e La fonction | f| = V u? + v? est appelée fonction module de f.

* f estbornée si et seulement siAM e R, Vt €I, | f(£)| <M (i.e. les images sont dans le disque de centre
l'origine et de rayon M).

sisExemples :
— Soit f définie sur R par f(t) = e'! ona Re(f) = cos et Im(f) = sin, elle est bornée.
: Afii _ . i . - ) 4
— Soit f définie sur R par f(#) = 77, onaRe(f): t— 1 etIm(f): £ — 177, elle n'est pas bornée.

2) Continuité, dérivation
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ﬁ Définition 6.2 (Continuité)

» Soit f : 1 — C une fonction, soit u sa partie réelle et v sa partie imaginaire, on dit que f est continue
en ty € I lorsque les fonctions u et v sont continues en .

* On dit que f est continue sur si elle est continue en tout point de et I'ensemble des fonctions
continues surl est noté €°(1,C).

A retenir
* Les théoremes généraux sont les mémes que pour les fonctions continues a valeurs réelles.
* Le théoréme des valeurs intermédiaires ne s’applique pas pour les fonctions continues complexes.
¢ Si f est continue sur le segment [a; b], alors | f| possede un maximum et un minimum.

J

g Définition 6.3

Soit f: I — C une fonction, soit u sa partie réelle et v sa partie imaginaire, on dit que f est dérivable en
to lorsque les fonctions u et v sont dérivables en ty. Si c’est Ie cas, alors on pose f'(to) = u'(tp) +iv'(tp).
On remarquera que si [ est dérivable surl, alors Re(f’) = (Re(f))' etIm(f) = (Im(f))'.

Les résultats suivants sont identiques au cas réel :

(\|

\.

-A retenir

~

- Si f est dérivable en tj alors f est continue en #, (réciproque fausse).
- Une fonction dérivable f sur un intervalle I est constante si et seulement si sa dérivée est nulle sur I.
- La somme, le produit et la composée de deux fonctions dérivables sont dérivables. Si f est dérivable
et ne s’annule pas alors 1 est dérivable (théorémes généraux de la continuité).
- Formules de dérivation pour les opérations algébriques (A € C) :

(f+9)=f+8s A =\f; (fg) = f'g+fg's (L) = 25
- Dérivation d'une composée : si f: I — R est dérivable sur ], si g: ] — C est dérivable sur]J et si f(I) <],
alors go f est dérivable surlet:

(gof) = f"xg o f (ouencore [g()) = f' x g'(f)). )

sisExemple : La fonction f définie par f(¢) =

(1) = (1+1t)2

Remarque 6.1 :

— On remarquera que les formules de dérivation sont les mémes pour les fonctions a valeurs complexes que
pour les fonctions a valeurs réelles.
/ ' fo
— Si f et g sont dérivables et que g ne s‘annule pas, alors g est dérivable et (]Ec) = fgg#.

@Théoréme 6.1

Soit f : 1— C une fonction dérivable, alors la fonction t — e/ est dérivable sur1 (exponentielle
complexe de f(t)) et:

(ef(t))’ = f'()el®

Preuve : On pose f(t) = a(t) + ib(t) sous forme algébrique. e/ (¥ = ¢4 x [cos(b(t)) + i sin(b(t))], la partie réelle est
donc g(1) = e™? cos(b(t)) et sa partie imaginaire est h(f) = e*? sin(b(1)). Ces fonctions sont dérivables sur I, donc e/
est dérivable sur I et sa dérivée est g’ (1) + i i (1), il suffit alors de comparer g’ (1) + i ' (t) avec f'(f)e/? pour constater
I'égalité. O

3)

Primitives, intégrales

g Définition 6.4

SoitE, f :1— C deux fonctions, on dit que F est une primitive de f surl lorsqueF est dérivable surl et

F=f.
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* Exercice 6.1 Calculer une primitive de : h(t) = e*' ot e C*; f(1) = ﬁ etde g(1) = e’ cos(1).

Les propriétés des primitives citées dans le cas réel restent valables. La définition de I'intégrale a partir
d’une primitive est également la méme et on retrouve les propriétés qui ne font pas intervenir la notion de
signe : linéarité, relation de Chasles, majoration en module. En particulier la linéarité permet d’écrire que si
f = u+iv (forme algébrique de f), alors fff(t)dt = ff u(r)de+ iff v(r)dt.

*Exercice 6.2 Montrer que| [y 1"V dt| <e"—1.
Les deux outils fondamentaux pour le calcul d’intégrales sont encore valables : le théoréeme de I'intégra-
tion par parties et le théoréme du changement de variable.

Dans la suite de ce chapitre, la lettre K désigne 'ensemble R ou bien I'’ensemble C (K =R ou K =C), et les
fonctions considérées sont définies sur un intervalle I de R.

Il EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIRES DU PREMIER ORDRE

Une équation différentielle est une équation dont I'inconnue est une fonction y: I — K intervenant sous
forme dérivée (premiére ou supérieure). On rencontre ce genre d’équations en mécanique (lois de Newton),
en électricité (circuits RLQC), ... etc.

1) Définitions

g Définition 6.5
Une équation différentielle scalaire linéaire d’ordre 1 est une équation différentielle de la forme :

(B):Vtel, a()y'(r)+ b(2)y(t) = c(t), notée plus simplement : a(t)y' + b(t)y = c()

ot a,b,c:1 — K sont trois fonctions définies continues sur un intervallel deR et y : I — K une
fonction dérivable inconnue. On suppose de plus que la fonction a n’est pas la fonction nulle. On
appelle équation homogeéne associée a (E) I'équation différentielle :

(H):Vtel, a(t)y' +b()y =0.

La fonction c est souvent appelée second membre de I'équation (E).

Dans la pratique on a souvent en plus une condition sur la fonction inconnue y du type : y(#p) = a ot fy
et a sont des données. Cette condition est appelée condition initiale, et on appelle probléme de Cauchy! le
systeme :

Vtel, a(t)y' +b(t)y = c(1)
y(tg) =

w=Exemple : I'équation différentielle : y' — y = 0 avec y(0) = 1 est utilisée en terminale pour introduire I'expo-
nentielle.

2) Etude de I'équation homogene

@Théoréme 6.2
Soit S1(H) I'ensemble des solutions sur 1 de I'équation homogéne (H), alors on a les propriétés :
— 0€S1(H) (a fonction nulle est dans S;(H)).
- VY f,geSi(H), f + g € Si(H).
- VYaekK,VY feSi(H),af € S;(H).

Preuve : Celle-ci est simple et laissée en exercice. (]

1. CAUCHY Augustin-Louis (1789 — 1857) : un des plus grands mathématiciens francais.
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Résolution de (H)
On se place sur un intervalle I ol la fonction a ne s’annule pas, on aalors V te,y' = —% y. Soit F une

primitive de la fonction —% surI, on aalors:

d
yeSIH) < y'=Fy < ye'-Fefy=0 = —(yeF)=0 <= INeK,¥ rely®) =re"".

dt
On peut donc énoncer :
@Théoréme 6.3
Lorsque la fonction a ne s’annule pas sur I'intervalle I alors les solutions de (H) sont les fonctions :
yit— Aef
b

ou F désigne une primitive de la fonction —7 surl, et A un élément quelconque de K.

a

(1

-@'A retenir
Si la fonction a ne s’annule pas sur [ :
- Le probléme de Cauchy pour I'’équation (H) a une unique solution. Car la condition initiale détermine
complétement la constante A.
- Lunique solution sur I qui s’annule en un point donné est la fonction nulle. Par conséquent toutes
les autres solutions ne s’annulent jamais sur I, lorsque K = R elles ont toutes un signe constant (car

L elles sont continues). )

sisExemples :

- ¥ +wy =0ouw € K est une constante : les solutions sont les fonctions définies sur R par y(t) = Ae” !
avec A € K quelconque.

- ty' = ysurR: on se place d’abord sur I =]0; +oo, sur cet intervalle on a y' = %y douy(t) =at (aek
quelconque). Puis on se place sur ] =] —oo; 0[, sur cet intervalle on a encore y' = % ydou y(f) = Alt| =Pt
(p = —A € K quelconque). Soit maintenant y une solution sur R, alors y est en particulier solution
sur I donc il existe a tel que V ¢t > 0, y(t) = at, de méme y est solution sur J, donc il existe 3 tel que
Vt<0,y(t) =Pt, mais y doit étre dérivable en 0, ce qui entraine a = f, finalement V¢ € R, y(f) = az. On
vérifie pour terminer que cette fonction est bien solution.

3) Etude de I'équation avec second membre

On revient au cas général : (E) : a(t)y' + b()y = c(1).

@Théoréme 6.4 (structure des solutions)
Si 'ensemble des solutions de (E) n’est pas vide, et si y; est une solution de (E), alors les solutions
de (E) sont les fonctions s’écrivant comme somme de y; avec une solution de (H), c’est a dire les
fonctions de la forme : y: t — y1(t) + yu(t) avec yy solution quelconque de (H).

Preuve : Soit y une solution de (E), posons f =y -y, alors af’ + bf = ay’' —ay} + by — by, = c— c=0donc f € Sy(H).
Réciproquement, soit f € Sy(H) et soit y = y; + f, alors ay’ + by = ayi +af+byi+bf=0+c=c,donc ye Si(E). O

Pour déterminer toutes les solutions de (E) on est donc ramené a résoudre I"équation homogene puis a
trouver une solution particuliere de (E).

Recherche d’'une solution particuliere : on se place de nouveau sur un intervalle I ou1 la fonction a ne
s’annule pas et on applique la méthode de la variation de la constante :

Soit F une primitive de —g sur I, on cherche une solution particuliére sous la forme y = Aef oi1 A est une
fonction dérivable sur I. La fonction y est solution de (E) si et seulement si alN eF + A\F'ef1+ bref = ¢, ce qui
équivaut a aX’e’ + A[aF e’ + be"] = c ou encore N’ = £e7F, car e est solution de (H). Donc A doit étre une
primitive de la fonction ge‘F, celle-ci est continue sur I'intervalle I, elle admet donc des primitives sur cet I,
ce qui prouve |'existence de A. Une solution de (E) est donc:

b(s)

F Le(s) g !
y1=Ae avec A(f) = —e dsetF(y) = ———ds,
1 a(s rn a(s)
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et les solutions de (E) sont les fonctions :

y=n+ ae® avec a € K quelconque [et y(to) = al.

N ! 7S .
-@'A retenir

¢ Lorsque la fonction a ne s’annule pas sur l'intervalle I, le probléme de Cauchy a une unique solution.

iz Exemples :
- ty'+ y=sin(¢) sur R: sur I'intervalle I = ]0; +o0o] les solutions de (H) sont les fonctions y = % avec A € K
quelconque. On cherche une solution particuliére de la forme y = )—t‘ avec A dérivable sur I ce qui donne

A\’ = sin(#), une solution particuliere est donc y; = _&t(t), et les solutions de (E) sur I sont les fonctions
y= )‘_C—?Sm avec A € K quelconque. On se place ensuite sur I'intervalle ] =] — oco; 0[ ol1 le raisonnement

est le méme. On vérifie ensuite que la seule solution sur R est la fonction :

1 —cos(t
;. 1=cos()

1
y: avec y(0) =0et y'(0) = >

— cos(f)y' —sin(t)y = t?> surI =] - 3 5[ :1es solutions de I'équation homogene sont les fonctions y = ﬁ(t)
avec A € K quelconque. On cherche une solution particuliere sous la forme y = %(t) avec A dérivable

sur I, ce qui donne A’ = 2. On peut donc prendre comme solution particuliere y; = et les

solutions de (E) sont les fonctions :

8
3cos(t)’

3

— avec A e K.
3cos(1)

yit

Remarque 6.2 - Résoudre de telles équations différentielles revient donc a calculer des intégrales, d’oui les
expressions que l'on rencontre parfois comme : « intégrer une équation différentielle », ou « solution intégrale
d’'une équation différentielle ».

*Exercice 6.3 Résoudre surR I'équation x3y' — (3x> +2)y = x5.

111 EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIRES DU SECOND ORDRE

On s’intéressera uniquement au cas ou les coefficients sont des constantes, c’est a dire aux équations
différentielles de la forme : ay” + by’ + cy = fou a,b,ceK, a#0, et f:1— K une fonction continue (second
membre). L'équation homogene associée est (H) : ay” + by’ +cy =0.

ay"+by' +cy=f
Pour de telles équations, le probleme de Cauchy est : { y(#y) =« , ol fy,a et p sont des don-

V() =P
nées.

1) Etude de I'équation homogene

@Théoréme 6.5
Soit S1(H) I'ensemble des solutions surl de I'équation homogéne (H), alors on a les propriétés :
— 0€S;(H) (fonction nulle).
-V f,geSiH), f+ g€ Si(H).
- Vaek,V feSiH),af €Si(H).

Preuve : Celle-ci est simple et laissée en exercice. O

Résolution de (H)

On cherche les solutions de la forme y = eM avec A € K, on obtient alors y € Sg(H) < aA®+ bA+c¢ =0,
A doit donc étre solution de 'équation ax? + bx + ¢ = 0, que '’on appelle équation caractéristique de (H). Il
faut donc distinguer plusieurs cas :

-K=C:
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e Si A =b?>—4ac # 0 : il y a deux solutions distinctes a 'équation caractéristique : A; et ;. On
pose ¢; (1) = eM?. Soit y deux fois dérivable, posons z = %, on a alors y = z¢1, en remplacant dans
I'équation on obtient que y est solution de (H) si et seulement si az” +(2a\; +b)z' + (a)\f +bA\1+c)z =
0, cestadire az” + (2ah; + b)z' = 0 car A; est racine de I'équation caractéristique. En posant Z = z’
on a une équation différentielle linéaire homogene en Z, dont les solutions sont Z(f) = z'(f) =
ye Chtblat — v oa=AI e qui équivaut a z(f) = Be2 M 1+, et donc y(1) = aeM’ + ez’ avec
«,p € C des constantes quelconques.

e SiA=b%>—4ac=0:alorsil y a une solution double aI’équation caractéristique : A. Posons ¢ (1) = el

etz=gr i.e. y = zdq. Le calcul précédent montre que y € S(H) < z” =0 c’est a direil existe o, p € C

tels que z(f) = Pt +a, ce qui donne y(1) = (ax +pr)e.
- K=R(a,b,ceR, avec a # 0) : la démarche est la méme, on cherche les solutions de I’équation
caractéristique, d’ot1 la discussion :

¢ Si A>0:deuxracines distinctes A; et A, comme dans le cas complexe, on montre que les solutions
de H sont les fonctions y: t— ae?+per2! avec a,p € R.

¢ Si A =0:une racine double A, comme dans le cas complexe, on montre que les solutions de H sont
les fonctions y: t — (ax+pt) eM avec q, BeR.

e Si A <0:deuxracines complexes non réelles conjuguées A = r + io et A. Les solutions complexes
de (H) sont les fonctions y(t) = ae’’ + pe avec a,p € C, une telle solution est réelle ssi y() = J(t) =
ael +Pert, ce qui équivaut 2 @ = P. Les solutions réelles sont donc les fonctions y(f) = ae +aer =

2Re(aeM) = " [ucos(wt) + vsin(w1)], avec u = Re(a)/2 et v = —Im(a)/2 réels quelconques (car « est
un complexe quelconque). On a encore que les solutions de (H) sont les fonctions y = ud; + v,
avec u, veR et g1 (1) = e"' cos(wi) et (1) = " sin(wi).

('\ : *A retenir : solutions de I'équation homogene \
Soit x*> + ax + b = 0 'équation caractéristique et A = b*> — 4ac son discriminant :
— SiK =C (a, b et c sont complexes avec a # 0) :
e Si A #0, 'équation caractéristique a deux solutions distinctes : A; et A,. Les solutions sont les
fonctions : t— aeM? +per2! avec a,p € C.
e Si A =0, 'équation caractéristique a une solution double : A; = A,. Les solutions sont les fonc-
tions : £ — (a+pt)eM’ avec a,p € C.
- SiK=R(a, betcsontréelsavec a#0) :
e Si A >0, ’équation caractéristique a deux solutions distinctes : A; et A,. Les solutions sont les
fonctions : £ — aeM? +per2! avec a,p € R.
¢ Si A =0, 'équation caractéristique a une solution double : A\; = A,. Les solutions sont les fonc-
tions : £ — (o +Pt)eM! avec a,p € R.
¢ Si A <0, 'équation caractéristique possede deux solutions complexes non réelles et conjuguées :
A et A, en posant A = r + iw (forme algébrique), les solutions sont les fonctions :
L t— (acos(wt) +Psin(wt))e’’ = Acos(wt +@)e’ " avec o, B, A, @ €R )
@Théoréme 6.6
Soient a, b, c € R avec a # 0, les solutions réelles de I'équation ay” + by’ + cy = 0 sont les parties réelles
| des solutions complexes.
Preuve : Celle-ci est simple et laissée en exercice. (]

2) Etude de I'équation avec second membre

@Théoréme 6.7 (structure des solutions)
Si f :1— K est une fonction continue, alors I'équation (E) : ay” + by’ + cy = f admet des solutions
sur 1. Si y; est une solution de (E), alors les solutions de (E) sont les fonctions définies sur 1 par
y: t— (1) + ya(r) avec yu solution quelconque de (H). De plus, le probléeme de Cauchy a une
unique solution.
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Preuve : Lexistence dans le cas général d'une solution particuliére est admise. Soit y; une solution de (E), soit g € S;(H),
il est facile de vérifier que y; + g est solution de (E), réciproquement, si g est solution de (E), il est facile de vérifier
que g — ¥ est solution de (H). Les solutions au probleme de Cauchy sont les fonctions de la forme y = y; + ad; +pfd,
vérifiant y(fy) = ¢; et ¥'(fo) = ¢2. Ce qui donne le systéme :

ady (o) +Pda(to) =c1—y1(to)
o) (o) + Pl (f)) = co—yy(to)

Lorsque ¢ (¢) = eMi et $o (1) = eM2? avec A1 et A les racines distinctes de I'équation caractéristique, le déterminant du
systeme est D = (A, — A;)e®1+22)0 £ 0. Lorsque les deux racines sont confondues, alors ¢y (1) = eM et ¢ (1) = tdy (1),
dans ce cas, le déterminant du systeme est D = g?Mo # 0, dans les deux cas, le systéme a une unique solution. O

Remarque 6.3 — Dans le cas réel avec A < 0, l'unique solution complexe au probleme de Cauchy est une
solution réelle.

A

Dans la suite on s'intéressera seulement au cas ot le second membre est de la forme f (1) = ae fouaetA

sont des constantes dans IK.

@Théoréme 6.8

L'équation ay" + by’ + cy = ae admet une solution particuliére de la forme y, (t) = per @ € K) si
A n'est pas racine de I'équation caractéristique, de la forme y, (t) = Pte’ si A est racine simple de
I'équation caractéristique (A # 0), et de la forme y; (f) = ﬁ)tze“ si A est racine double de I'équation
caractéristique (A = 0),

Preuve : On pose y(t) = Q(£)eM!, y est solution si et seulement si aQ” (£) + (2aX + b)Q'(£) + (aA® + bA + ¢)Q() = «, d’olt
la discussion :

- Si A n’est pas racine de I'équation caractéristique : on voit que la constante Q(t) = m convient.
— Si A est solution simple de I'équation caractéristique (2aA + b #0) : alors Q(t) = zgi 5

2
— Si A est solution double de I'équation caractéristique (2aA + b =0) :ona Q(f) = % convient.

@Théoréme 6.9

» Lorsque le second membre est de la forme f(t) = Y., a;e"’, on cherche une solution particuliére y;
al’équation ay” + by’ + cy = a;eMi’ pour i allant de 1 a n, Ia fonction y = y; + -+ + y,, est une solution
particuliere de ay” + by’ + cy = f, c’est le principe de superposition.

¢ Si a, b, c sont réels et si yy est solution de ay” + by’ + cy = f(t) alors Re(yy) est solution de ay” +
by' + cy = Re(f) etIm(yy) est solution de ay” + by’ + cy = Im(f)

A

Preuve : Celle-ci est simple et laissée en exercice. (I

sisExemples :

- y"+w?y =1avec w € R*, ici A = 0, il y a une solution particuliére évidente qui est y;: t — ﬁ Les
solutions réelles de 'équation homogene sont les fonctions yy: t— acos(wt) +Psin(wi), (o, p € R), et
les solutions de I'équation sont donc les fonctions y: t — é +acos(wt) +Psin(wt).

— y"—4y' +4y = 3(1 +sin(¢) + e?!) sur R : 'équation caractéristique est x> —4x+4=0= (x—2)?,ily
a une solution double 2, les solutions de I'équation homogene sont les fonctions y(f) = («+ pt)e?’.
Cherchons une solution particuliére en prenant comme second membre :

— f1(#) =3 :ily a une solution particuliére constante y, (t) = %.

S AVE 3¢2! : on chercher une solution particuliere de la forme y = Q(#) %l ce qui donne Q" (1) =3 et
donc on peut prendre y,(t) = 3 r*e?’.

— f3(t) = 3sin(¢) : on prend en fait f3(#) = 3e’! puis on prendra la partie imaginaire d'une solution
particuliere. On cherche y sous laforme y(t) = Q(p)e'l ce quidonne Q" (1)+(2i—-4)Q'(1)+(B—-4i)Q(r) =3,
douQ(t) = 3—341‘ = 33;—;”. Une solution particuliére est donc y3(t) = Im(33;—§"e”) = 29—5 sin(f) + % cos(1).
Les solutions sont donc les fonctions :

0] 3+ 9 i (t)+12 (1) + ( +[’)t+3t2) 2t
= - — S1n — COS X - e .
V=17 %5 25 2

*Exercice 6.4 Résoudrey" —y' —6y=10e3% + 72,
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Compléments Chapitre 6 : Equations différentielles

IV COMPLEMENTS

1) Changement de variable

Il arrive que pour certaines équations différentielles qui n’entrent pas dans le cadre étudié précédemment,
un changement de variable (et non pas de fonction inconnue) permette de s’y ramener. En voici un exemple,
soit arésoudre (E) x%y” —xy' +y = x pour x >0, en faisant le changement de variable x = e’ avec t € R. Soit
y une fonction deux fois dérivable sur I =]0; +oo[, pour ¢ € R posons g(r) = y(e') [= y(x)], alors g est deux

fois dérivable sur R et on a g'(¢) = e’y'(e’), et g (1) = e'y'(e) + €?'y" (1), dol1 :

2 11
(

(E) & Vx>0, x°y"(x) —xy'(x) + y(x) =

= VieR, e?'y’(e") —e'y'(e") + y(e') =€’
= VieR, g'(H-2g'(0+gt)=e" (E)

La fonction g vérifie donc une EDL2 a coefficients constants, I'équation caractéristique est X2 —2X +1 =0
qui admet 1 comme racine double, les solutions de I'équation homogene sont les fonction gyy: t — (a+ bt)e’
avec (a, b) € R?. D’apres le cours, il existe une solution particuliére gy de la forme go(f) = ct?e?, d’ox gy =
cet(t2+21) et g (t) =ce'(t?+41+2), en reportant dans I’équation on obtient ce 2 44142-212—4t+1*] =€’

ce qui donne ¢ = § etdonc gt) = Ee[ , les solutions générales de (E’) sont les fonctions g: ¢t — (a+ bt + 7)e ,

In? (x

et donc les solutions de (E) sont les fonctions y: x — (a+ bln(x) + —=)x car g(t) = y(x) avec t = In(x).

2) Equations a variables séparées

ﬁ Définition 6.6
Une équation différentielle a variables séparées est une équation de la forme : y'b(y) = a(t) ou a, b
sont deux fonctions continues données.

~N

\ i

@ A retenir : méthode de résolution

Si a est continue sur un intervalle I et b sur un intervalle J, on peut con31derer une primitive A de
a sur I et une primitive B de b sur J, dans ce cas ’équation équivaut a : 7 [B(y)] = A'(1), et donc
B(y) = A(#) + A ol A désigne une constante. On regarde ensuite si la fonction B est localement ou
globalement bijective, auquel cas on pourra écrire y(t) = LA +N).

J

iwExemple : 3 Y+ y3 =0avec y(1) = —1, y ne doit pas étre constamment nulle, si une telle solution existe, il doit
exister un intervalle I sur lequel y ne s’annule pas, un tel intervalle ne peut pas contenir 0 et sur I 'équation

/
est équivalente a : % = ;—31, c’est une équation a variable séparée. Elle est équivalente a : —% = % +A, ce
qui donne y? = - T +t)\ =, on voit que la condition initiale donne la constante A = —2. Comme y ne s'annule

pas sur I, y garde un signe constantetdonc V t€ L, y(t) = — Cette solution est définie sur 'intervalle

1.
]72,4'00[.

2t2 1°

3) Equation de Bernoulli

4 Définition 6.7
Une équation de Bernoulli®est une équation différentielle de la forme y' = a(t)y* + b(t)y otta et b
sont deux fonctions continues sur un intervallel, et A € R* \ {1}.

N

N

'@'A retenir : méthode de résolution

La fonction nulle est solution. S’il existe une solution y non constamment nulle, alors il doit exister
un intervalle ] sur lequel y ne s’annule pas, sur un tel intervalle y est de signe constant, on peut donc
faire le changement de fonction y = ez® avec € = +1 suivant le signe de y, '’équation devient alors :

2. BERNOULLI Jakob (1654 — 1705) : c’est le plus illustre d'une grande famille de mathématiciens suisses.
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Solution des exercices Chapitre 6 : Equations différentielles

§ az' = b(H)z+ a(t)z*AD*1 en prenant o = ﬁ, on a une équation différentielle linéaire du premier
ordre, on sait donc la résoudre.

wwExemple : 2y’ + y+ y?> =0 avec y(1) = 1 : y est une solution non constamment nulle, on pose z = % ce qui

. . . R . -1 .
donne: 2z’ = %z + % Les solutions de I'équation homogeéne sont les fonctions z(f) = Ae” ¢ et une solution

N . L . -1 .
particuliere est z;(¢) = —1, les solutions générales sont donc les fonctions z(f) = —1+ Ae™ 7, la condition

initiale donne A =2e d’ou y(f) = 1+ Cette solution est définie sur l'intervalle ] m s +00l.
2e " 1-1

*Exercice 6.5 Résoudrey' = xy*+y avec y(0) = 1.

V SOLUTION DES EXERCICES

Solution 6.1

1/ Une primitive de h estH: t — 1.

2/ f(r) = };;Zt = 1+1z2 + iﬁ, donc une primitiveF de f surR est définie par F(t) = arctan(t) — %ln(l +12).

3/ g(1) est la partie réelle de h(t) = e'e'’ = e avec a =1+ i. Une primitive de h surR est H(1) = L' = ef%. Une

Lo sh _ _ a-iy _ 1 ;
primitive G de g surR est définie par G(1) = Re(H(1)) = e'Re(—3—) = e’ (cos(t) +sin(1)).

Solution 6.2 | [;' 101 dt| < [i |e D] dt (majoration en module), or e+ = etel® donc|e )| = e, d'oiu| [ e d | <
Tt 70
pedr=e"—1.

Solution 6.3 Equation différentielle linéaire d'ordre 1, le coefficient de y' sannule en 0.

1 1
— Résolution sur] —o0;0[:(H) <= y'= 3+ H)y < y= A2 = q(x) aveca e R etp(x) = x3e 2.

Bl 1
La méthode de la variation de la constante donne \' = ﬁ = %exz , on peut donc prendre A = —%ex2 ce qui

donne la solution particuliere y, (x) = —%-. Les solutions générales sur cet intervalle sont les fonctions y : x —
1

3 _
—L e .
— Sur]0;+oo[ : mémes résultats.

1

y(x) = —%3 +Axde 2 six<0
— SurR : y est solution surR ssi y(x)=0 six=0 |avec\,a€R, on vérifie qu'une telle fonction

3 —
y(x)=-% +ax’e

o

six>0

est bien dérivable en 0.

Solution 6.4 Equation différentielle linéaire d’ordre 2 a coefficients constants. L'équation caractéristique est x> — x—6 =0
et ses racines sont 3 et -2, les solutions de I'équation homogeéne sont les fonctions y : x — ae’*pe > avec a,p € R.
Cherchons une solution particuliere en prenant comme second membre :

— 10€%*, en posant y, (x) = axe3* oil a est une constante. On obtient la condition 5a = 10, et donc y (x) = 2xe3*.

— e %%, en posant y;(x) = axe™**. On obtient la condition —5a = 1, et donc y»(x) = —%)e™**.

2
Les solutions générales sont les fonctions y : x — (a+2x)e>* + (p — o~ g)e‘zx (principe de superposition).

Solution 6.5 Equation de Bernoulli, on cherche une solution y qui ne sannule par sur un intervalle1 contenant 0. On

. ! .. P . . 2 .
pose z = % ce qui donne — Zz—2 = Ziz + % ou encore z' = —z + x avec la condition z(0) = 1. C'est une équation différentielle

linéaire d’ordre 1, les solutions de l'équation homogene sont les fonctions z : x — Ae™* et la fonction z; : x — 1 — x est

solution particuliére. Les solutions générales sont les fonctions z: x — 1—x+ Ae™*, la condition z(0) = 1 donne A =0, d’oit
z(x)=1—-xetdoncy:x— ﬁ, définie surl=1-oo;1[.
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