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I DIVISIBILITE

1) La propriété fondamentale

@Théoréme 10.1

| Toute partie de Z non vide et minorée admet un plus petit élément.

Preuve : Soit A une partie de Z non vide et minorée par un entier ny. Soit M I’ensemble des minorants de A, on a ng € M,
supposons que n€ M = n+1 €M, alors d’apres le principe de récurrence, V n€ Z,n > ng = ne M. Soit p €A,
p = ng, donc p +1 €M ce qui entraine que p + 1 < p : absurde, donc il existe un entier n; telque ny e Metn; +1¢ M,
mais alors il existe un élément p; de A tel que p; < n; + 1, d’olt n; < p; < ny +1, ce qui entraine p; = ny, et donc n; €A,
nécessairement n; est le plus petit élément de A. (]

(1« )
-@'A retenir

» Toute partie non vide et majorée de Z admet un plus grand élément. En effet, si A est non vide
majorée, alors —A = {—a / a € A} est non vide minorée, donc —A admet un plus petit élément —ny, ce
qui signifie que ng est le plus grand élément de A.

» Toute partie non vide de N admet un plus petit élément (propriété fondamentale de N).

\.
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2) La division euclidienne

©9Théoréme 10.2
Soient a€ Z et b € Z*, il existe un unique couple d’entiers (q,r) tel que a=bg+r avec0<r <|bl|, g
est appelé le quotient, et r le reste.

Preuve : Supposons b > 0: soit B={b(n+1) / n € Z}, alors B est non majoré et non minoré, donc il existe un entier n;
tel que a < b(n; + 1) et il existe un entier ny tel que b(ny +1) < a.Soit A={neZ / a< b(n+ 1)}, alors A est non vide
(n; € A) et minoré par ny, donc A admet un plus petit élément g, d'ou bg < a< b(qg+1), en posant r = a— bg, on a
a=bg+ret0<r<b=1bl.

Supposons b < 0 : on applique ce qui précede a —b > 0, il existe un entier g et un entier r telsque a = (-b)g+r =
b(—q)+ravec0<r<-b=|b|.

Montrons l'unicité:sia=bg+r=bq +r" avec0 < r <|blet0< r' <|b|, alors |[r—r'| = |bg' —bq| = |bllqg' — q| < |bl,
d’ol1 ¢’ = g (ce sont des entiers) et donc r' =r. O

fg Définition 10.1
| Soienta,beZ, ondit que b divise a lorsqu’il existe k € Z tel que a = bk. Notation : bla.

Remarque 10.1 — On a ainsi défini une relation dans Z, elle est réflexive, non symétrique, non antisymétrique,
et transitive.

@Théoréme 10.3
| Soienta,be Z avec b # 0, alors b|a ssi le reste dans la division euclidienne de a par b est nul.

Preuve : Celle-ci est simple et laissée en exercice. (]

Notation : Soit 7 € Z, on note nZ '’ensemble des multiples de n, nZ = {kn / k € Z}.

@Théoréme 10.4
ebla < acbZ.
eSia#0,alorsb|a = |b| <|al.
e(albetb|a) < aZ=bZ < a=AbavecA = =*1 [on dit que a et b sont associés].
eSiblaetb|calorsV u,veZ,b| au+ cv.
e Sinb|naetsin#0,alorsb| a.

3) Congruences

ﬁ Définition 10.2 (congruences)
| Soienta,b,ne€ Z, on dit que a est congru a b modulo n lorsque n | a— b. Notation : a= b (mod n).

Théoreme 10.5

« La relation de congruence modulo n est une relation d’équivalence.

e Soienta,b,c,d,neZ,sia=b (mod n) etc=d (mod n) alors:
ac=bd (mod n) eta+c=b+d (mod n).

On dit que la relation de congruence est compatible avec les opérations.

Preuve : Celle-ci est simple et laissée en exercice. (I

swExemple : Dans Z,sin=ag+10a; +---+ 10”61,, (écriture décimale) alors n = ag +---+a, (mod 3) car 10k =1
(mod 3)

4) Diviseurs communs
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ﬁ Définition 10.3 (diviseurs communs)
Pour a € Z, onnoteD, I'ensemble des diviseurs de a. Si a, b € Z, on note D, ;, I'ensemble des diviseurs
communs a a et b, on adonc D, =D, N Dy, cet ensemble contient toujours £1.

Remarque 10.2 -
— Pour tout élémentac Z, +1| a.
- Sia#0, alorsD, est un ensemble fini, plus précisément D, < [—|al;|al].
— Dg=27,Dy4; = {£1}.
- SiaetbsontdansZ :D, =Dy (on endéduit queD,p =D, g, p)-

@Théoréme 10.6
| Soienta,b,q,re€Z,sia=bq+r,alorsD,},=Dy,.

Preuve:SideD,, alorsd|aetd|bdoncd|a—-bqgie d|r,doncdeDy,.
Réciproquement, sid € Dy, alorsd | betd|rdoncd|bg+rie d|a doudeDg,y. O

Application - Le théoréme ci-dessus fournit un algorithme pour la recherche des diviseurs communs a a et b (entiers
naturels) basé sur la division euclidienne : c’est I'algorithme d’Euclide !, voici son principe :

On remarque que si b = 0 alors D, ;, = D,. On peut supposer désormais que b # 0 et on cherche a calculer
D= Da, b

Etape 1: on effectue la division euclidienne de a par b, a = bg; + r; avec0 < r; <b.OnaD =Dy, donc
si r; =0 alors D = Dy, sinon on passe :

Etape 2 : on effectue la division euclidienne de b par r;, b=r1go + 12 avec0 < rp <r;.OnaD = Dy, r,»
donc si r, =0 alors D = D;, sinon on passe :

Etape 3: on effectue la division euclidienne de ry par rp; 11 = r2g3 + r3 avec0 < r3 <r.OnaD =Dy, .,
donc si r3 = 0 alors D = D;,, sinon on passe a I'étape 4...

La suite des restes obtenus est une suite strictement décroissante d’entiers positifs, elle est donc néces-
sairement finie, i.e. il existe un entier n > 1 tel que r,, = 0, I'ensemble cherché est donc D =D, (avecla
convention ry = b).

-@'—A retenir
¢ Dgp =Dy our estle dernier reste non nul dans l'algorithme d’Euclide.

izExemple : Cherchons les diviseurs communs a a =336 et b = 210
- on effectue la division de a par b : 336 = 1 x 210+ 126, donc D, ;, = D2;0,126.
- on effectue la division de 210 par 126 : 210 = 1 x 126 + 84, donc D, ;, = D21¢,126 = D126,84-
- on effectue la division de 126 par 84 : 126 = 1 x 84 + 42, donc D, = Dg4 4.
- on effectue la division de 84 par42:84 =2 x42+0, donc D, ,, = D42 g = D4y, C’est a dire :

Da3sg 210 = {£1,£2,43,+6,+7,+14, +21, +42}.

Il ELEMENTS PREMIERS ENTRE EUX

1) Théoréme de Bézout

5 Définition 10.4
Soient a,b € Z, on dit que a et b sont premiers entre eux (ou a est premier avec b) lorsque le seul
diviseur commun positifest1, i.e. D, p = {+1}.

1. EUCLIDE (300 av. J.C. - 275 av. J.C. environ) : on ne sait pratiquement rien de sa vie, il était vraisemblablement grec. Son
ceuvre est colossale et son ouvrage fondamental « Les éléments » regroupe toutes les connaissances de 1'époque, il faudra pres de
vingt siecles pour dépasser son ceuvre.
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Remarque 10.3 -
— Dire que a est premier avec b revient a dire que le dernier reste non nul dans l'algorithme d’Euclide est 1.
— Si a est premier avec b, alors au moins un des deux est non nul (sinon l'ensemble des diviseurs communs
estZ).
- a est premier avec a Si et seulementsia+ 1.

@Théoréme 10.7 (théoréme de Bézout?)
Soient a,b € Z, alors a et b sont premiers entre eux si et seulement si il existe u,v € Z tels que
au+ bv = 1. Les entiers u et v sont appelés coefficients de Bézout (non uniques en général).

Preuve : Supposons que u et v existent et soit d un diviseur commun a a et b, alorsd | aetd | b,doncd | au+ bv i.e.
d|1,doncd = +1 ce qui prouve que a et b sont premiers entre eux.

Réciproquement : si a est premier avec b. En appliquant I'algorithme d’Euclide on vérifie qu’a chaque étape le
reste 1 peut se mettre sous la forme ry = auy + bvy avec uy et v dans Z (récurrence) (algorithme d’Euclide étendu),
comme le dernier reste non nul est 1, il existe bien u et v dans Z tels que 1 = au + bv (de plus on sait les calculer!). [

siwExemple : V n € Z,n et n+ 1 sont premiers entre eux, puisque n+1—-n=1.

2) Conséquences

©9Théoréme 10.8
Si a est premier avec b et si a est premier avec c, alors a est premier avec le produit bc. On en déduit
que si a est premier avec cy, ..., Cy, alors a est premier avec le produit ¢ x ... % cy.

Preuve : Il existe u, v € Z tels que au+ bv = 1, il existe p, g € Z tels que ap + cq = 1. On effectue le produit de ces deux
relations, ce qui donne a(ucq + uap + pbv) + be(vq) = 1, d’apres le théoréeme de Bézout, a et bc sont premiers entre
eux. Une simple récurrence sur n permet de démontrer la généralisation. (|

€9 Théoreéme 10.9
| Sia estpremieravecc,sialbetsic|b,alors ac|b.

Preuve : Il existe u, v € Z tels que au + cv = 1, on multiplie par b, ce qui donne : bau+ bcv = b, or c| b donc ac| bau, et
a|bdonc ac| bcv, ce qui entraine ac | bau + bcv i.e. ac| b.

Remarquons que ce théoréme est faux lorsque a et ¢ ne sont pas premiers entre eux, par exemple: 2|12 et4 |12
mais2 x4 =8 J12. O

@Théoréme 10.10 (théoreme de Gauss)
| Sialbc etsia est premier avec c, alors a| b.

Preuve : Il existe u, v € Z tels que au+cv = 1, on multiplie par b, ce qui donne bau+bvc=b,ora| bcdonc a| bau+bcv,
ie.al|b. O

Exercice 10.1 Résoudre dans Z l'équation 17x+ 12y = 3.

11l LE PLUS GRAND DIVISEUR COMMUN
1) Définition
Soient a, b € Z non tous deux nuls (i.e. a # 0 ou b # 0), on sait que D, ;, = D, ou r est le dernier reste non

nul dans I'algorithme d’Euclide, on voit que les diviseurs communs a a et b ont une valeur absolue inférieure
ou égale a celle de r et donc r est le plus grand diviseur commun.

g Définition 10.5
Soient a,b € Z non tous deux nuls, on appelle pgcd de a et de b le plus grand diviseur commun.
Notation : pged(a, b) ou a A b, c’est le dernier reste non nul dans I'algorithme d’Euclide.

2. BEZOUT Etienne (1730 — 1783) : mathématicien francais, I'un des précurseurs de la géométrie algébrique.
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Remarque 10.4 - [l en découle que deux éléments a et b de Z, non tous deux nuls, sont premiers entre eux si et
seulement sipgcd(a, b) = 1.

@Théoréme 10.11 (Calcul pratique d’un pgcd)
| Sia,beZ sontnon tous deux nuls alors V q € Z,pgcd(a, b) = pged(a— bg, b).

Preuve : Soit r = a—bqg, ona a = bq + r et on sait alors que D, ;, = Dy, ,, le résultat en découle. ([l

@ Listing 10.1: euclide pour a et b positifs

def pgcd(a,b):
A,B = a,b
while B != 0:
A,B = B, AY%B
return(A) #dernier reste non nul

oA W N

 Exercice 10.2
1/ Prouver la terminaison de l'algorithme.
2/ Montrer que l'on a U'invariant de boucle de boucle P (k) = «pgcd(a, b) = pgcd(Ag, Bg) ».
3/ Conclure.
ssExemple : Soit a calculer d = pged(3282,1281) :
—3282=2x1281+720, donc d = pgcd(1281,720),
—1281=1x720+561, donc d = pgcd(720,561),
—-720=1x561+159, donc d = pgcd(561,159),
—-561 =3 x 159+ 84, donc d = pgcd(159,84),
—-159=1x84+75,donc d = pged(84,75),
-84=1x75+9,donc d =pgcd(75,9),
-75=8x9+3, donc d =pgcd(9,3),
-9=3x3+0,doncd =3.

2) Propriétés

@ Théoréme 10.12 (caractérisations du pged)
Soient a, b € Z non tous deux nuls, et soit d € N*. On a alors :
ed=pgcd(a,b) < dla,d|betlu,veZtelsqueau+bv=d.
*d =pgcd(a,b) < 3 u,v e Z premiers entre eux, telsque a=du etb = dv.

Preuve : Pour le premier point : Si d = pgcd(a, b), cela découle d I'algorithme d’Euclide étendu.

Sid|a,d|bet3au,veZtelsque au+bv = d, alors d est diviseur commun a a et b, et la deuxiéme relation entraine
que tout diviseur commun a a et b est un diviseur de d, donc d = pgcd(a, b) (d étant positif).

Pour le second point : Si d = pgcd(a, b) alors il existe u, v € Z tels que a = du et b = dv, soit k = u A v, alors kd
divise a et b, donc | kd| < |d| ce qui entraine |k| < 1 etdonc k= 1.

Sia=du,b=dvavec unv=1,alors d est un diviseur commun a a et b, d’apres le théoréme de Bézout, il existe
a,fpeZtelsqueau+pPv=1,doud=aa+pb, et donc d’apres le premier point, i.e.d = aA b. (]

@ Théoreme 10.13 (quelques propriétés du pged)
Soient a, b € Z non tous deux nuls :

a) VneZ,sin|aetn|b, alors n|pgcd(a,b).
b) V keN*,pgcd(ka, kb) = kpgcd(a, b).
c¢) VY neN,pgcd(a”, b™) =pgcd(a, b)".

d) Sia et c sont premiers entre eux, alors pgcd(a, be) = pged(a, b).

Preuve : Pour le premier point : Soit d = pgcd(a, b), alors D, ;, = D; donc tout diviseur commun a a et b est un diviseur
ded.

Pour le deuxiéme point : soit d = pgcd(a, b), alors il existe u, v € Z premiers entre eux tels que a = du et b = dv,
d’ott ka = kdu et kb= kdv, donc kd = pgcd(ka, kb).

Pour le troisiéme point : en reprenant les notations ci-dessus, a” = d"u" et b" = d"v", or u et v sont premiers
entre eux, donc u" et v” aussi (conséquence du théoreme de Bézout), par conséquent d” = pged(a”, b").

Pour le dernier point : on reprend les notations ci-dessus, a = du et bc = dcv mais u | a et a est premier avec c,
donc u est premier avec ¢, d'ou u est premier avec cv, et donc d = pged(a, bc). O
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3) Généralisation
Soient a, b, ¢ trois entiers non tous nuls, I’ensemble des diviseurs communs a a, b et c est :
Dapec=DanDpnDe=(DaNnDp)NDe=Dgn(DpnDe)

or on sait que D, NDy =Dgap, donc Dy e = Dgapyac = Danwac)- Ces deux entiers étant strictement positifs,
ona(anb)Ac=an(bAc)etcenombre est le plus grand diviseur positif commun a a, b et c. Par définition
ce nombre est‘ le pgcd de a, b et ¢, on le note : pged(a, b, ¢) |

@Théoréme 10.14 (associativité du pgcd)
| Soient a, b, c trois entiers avec b non nul, alors pged(a, b,c) =(aAb)Ac=aA (bAc).

-

N

-©-A retenir

L ¢ Lassociativité du pgcd permet de ramener le calcul au cas de deux entiers. )

Notons d' = an b et d = pged(a, b, ¢), alors d = d’ A ¢, donc il existe deux entiers v’ et w tels que d =
d'u' + cw, de méme, il existe deux entiers a et p tels que d’ = aa + pb, d’ot1 en remplacant, d = aau’ + bpu’ +
cw=au+bv+cwavecu,v,weZ.

Réciproquement, si d est un diviseur commun positif, et si d = au + bv + cw, alors il est facile de voir que
tout diviseur commun a a, b et ¢ est un diviseur de d et donc d = pged(a, b, ¢), d’ot1 le théoreme :

@Théoréme 10.15
Soient a, b, ¢ trois entiers non tous nuls et d € N*, alors :
d=pgcd(a,b,c) < deD,p.etIu,v,weZ,d=au+bv+cw.

4 Définition 10.6

Soient a, b, ¢ trois entiers non tous nuls, on dira que ces trois nombres sont :

* premiers entre eux dans leur ensemble lorsque pgcd(a, b, c) = 1.

e premiers entre eux deux a deux lorsque pgcd(a, b) = pged(b, ¢) = pged(a,c) = 1.

@Attention !
Les deux notions ne sont pas équivalentes, la deuxiéme entraine la premiere mais la réciproque est fausse comme

le montre I'exemple suivant :
pgcd(6,15,20) = 1 mais pged(6, 15) = 3, pged(6,20) =2 et pged(15,20) = 5.

Il découle du théoreme précédent :

©9Théoréme 10.16 (de Bézoun)
Soient a, b, ¢ trois entiers non tous nuls, alors a, b et ¢ sont premiers entre eux dans leur ensemble si
et seulement si :
Ju,v,we”Z, au+bv+cw=1.

@ Théoréme 10.17 (caractérisation)
Soient a, b, ¢ trois entiers non tous nuls et d € N*, alors :
d =pgcd(a,b,c) < Ju,v,we”Z, a=du, b=dv etc=dw avec pgcd(u, v, w) =1.

Preuve : Si d = pgcd(a, b, c) alors il existe J3u, v,w e Z, a=du, b=dv et c = dw. Il existe également des entiers o, et y
telsque d =aa+pPb+ycdoul=oau+pPv+ycetdoncpged(u, v, w)=1.

Réciproquement, si a = du, b = dv et ¢ = dw avec pgcd(u, v, w) = 1. 1l existe des entiers ,f et y tels que 1 =
au+Pv+yw, en multipliant par d il vient alors que d = aa + b + yc, ce qui entraine que d = pged(a, b, ¢) (car d € N*
etdeDgp.). U
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Remarque 10.5 - Nous avons étendu la notion de pgcd a trois entiers, mais on pourrait I'étendre de la méme
maniere a n entiers.

IV LE PLUS PETIT MULTIPLE COMMUN

1) Définition

©9Théoréme 10.18
| Siaetb sontnon nuls, il existe un unique élément m positif dans Z tel que (aZ) N (bZ) = mZ.

Preuve : aZ N bZ contient |ab| > 0, on note m le plus petit élément strictement positif dans aZ N bZ, alors il est facile de
voir que mZ c aZnbZ. Si p € aZn bZ, on effectue la division de p par m, p=mqg+ravec0<r<m,dolir = p—mgq,
on vérifie alors que r est aussi dans aZ n bZ (car a et b divisent p et m donc p —mgq). Si r > 0 alors r > m car m est
le plus petit élément strictement positif dans aZ n bZ, ceci est absurde, donc r =0 et p = mqg, dou aZnbZ c mZ, et
finalement on a bein I'inégalité.

Si m'Z = mZ avec m’ > 0, alors m et m’ se divisent muutuellement, d'ot1 m = m'. O

I1 découle de ce théoreme que c est un multiple commun a a et b si et seulement si ¢ € (aZ) N (bZ), ce qui
équivaut a c € mZ, c’est a dire m | c. Ceci entraine en particulier : m < |c|.

g Définition 10.7
Soit a,b € Z, non nuls, et soit m € N*, on dit que m est le ppcm de a et b lorsque (aZ) N (bZ) = mZ.
Notation : m = ppcm(a, b) ou encore m = aVv b.

@Théoréme 10.19 (caractérisation du ppcm)
Soient a, b € Z, non nuls, et soit m € N* alors :
m=ppcm(a, b) < 3 u, v € Z premiers entre eux; tels que m = au = bv.

Preuve : On suppose a,b € Z, non nuls. Si m = ppcm(a, b) : alors a | m et b | m. Donc il existe u,v € Z tels que
m = au = bv, soit d = pged(u, v) alors il existe o, p € Z premiers entre eux tels que u = da et v = df, d'ott m = ada = bdp,
mais alors m’' = aa = bp est un multiple commun a a et b donc |m| < |m'| ce qui entraine d = 1.

Si Au, v € Z premiers entre eux tels que m = au = by, alors a | m et b | m, il existe a,p tels que ua + vp = 1, soit m’
un multiple commun non nul, alors m’' = m'ua+ m'vp, on en déduit que m | m’ et donc |m| < |n|, ce qui prouve que
m =ppcm(a, b). O

2) Propriétés

€8 Théoreme 10.20
Soient a,b € Z, non nuls :

a) VneZ, sia|netb|n alorsppcm(a,b) | n.

b) Si a et b sont premiers entre eux, alors ppcm(a, b) = |abl|.
c¢) V keN, non nul, ppcm(ka, kb) = kppcm(a, b).

d) ppcm(a, b) x pged(a, b) = |ab|.

e) VY neN,ppcm(a”, b") = ppcm(a, b)".

Preuve : Pour le deuxiéme point : a et b sont premiers entre eux, alors ab = ba par conséquent ppcm(a, b) = ab d’apres
le théoreme précédent.

Pour le troisieme point : soit m = ppcm(a, b), alors m = au = bv avec u et v premiers entre eux, d'ou km = kau =
kbv et donc km = ppcm(ka, kb).

Pour le quatriéme point : soit m = ppcm(a, b) et d = pged(a, b), il existe u et v premiers entre eux tels que a = dv et
b=du, or au=bv donc m = au = bv par conséquent md = adu = ab.

Pour le cinquieme point : soit m = ppcm(a, b) on a m = au = bv avec u et v premiers entre eux, donc m" = a" u" =
b"v™ avec u" et v™ premiers entre eux, donc m” = ppcm(a”, b"). |
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V. NOMBRES PREMIERS, DECOMPOSITION

1)

Définition

Eg Définition 10.8

Un entier p € Z est dit premier lorsque p > 2, et que ses seuls diviseurs positifs sont 1 et p. Lensemble
des nombres premiers est noté 2.

sisExemples :
- 2,3,5,7,11,13,17,19,23, ... sont des nombres premiers.
— Les nombres de Fermat® : F, = 22" + 1 sont premiers pour n = 0,1,2,3,4 mais pas pour n = 5, car

Fs =641 x 6700417.

— Les nombres de Mersennes* : M, =27 —1 ou p € P, sont premiers pour p = 2,3,5,7,127,... mais pas

pour p =11, car Mj; =23 x 89.

Exercice 10.3

1/ Soient a,be Z et n € N, montrer que a— b | a™ — b". Si n est impair, montrer que a+ b | a" + b".

2/ Montrer que si 2P + 1 est un nombre premier alors p est une puissance de 2.

3/ Montrer que si 2P — 1 est un nombre premier, alors p est un nombre premier.

Propriétés élémentaires :

a)

b)

c)

d)

e)

f)

Si p est premier, alors Vn € Z, soit p | n, soit pged(n, p) = 1.
Preuve : Soit d = pgcd(p, n), alors d | p donc d =1 ou d = p, mais p ne divise pas n,doncd # p,ie.d=1. U

Si n > 2, alors n possede au moins un diviseur premier.

Preuve : Soit B={|d| / d| netd # 1}, alors B est une partie de N non vide (|| € B), soit p un diviseur de n avec
|pl € Bminimal, si d | p avec d positifet d # 1, alors d | n et donc |d| € B, d’ou |d| > |pl, or d | p, donc |d| < |p| et
finalement |d| = |p|, d’ou1 d = p et donc p est premier. O

Lensemble £ est infini.
Preuve : Si & est fini, alors & = {py,..., pn}, posons N =1+ p; x... x py, alors N > 1, donc N admet au moins un

diviseur premier g, comme g€ &, ona q| p; x...x py, etcomme g | N, ona q| 1 ce qui est absurde, donc & est
infini. O

Si p est premier etsi p | nm, alors p| nou p | m.

Preuve : Supposons que p ne divise pas n, alors n ¢ pZ donc pged(p, n) = 1 et par conséquent p | m (d’apres le
théoreme de Gauss). (I

Si n> 1 n'a pas de diviseur autre que 1 dans 'intervalle [1;+/n], alors n est premier.

Preuve : Si n est non premier alors on peut écrire n = pq avec p > 1 et g > 1. Si les deux étaient strictement
supérieurs a y/n alors on aurait pq > n ce qui est absurde, donc un des deux est dans [1;/7]. Le résultat s’en
déduit par contraposée. (]

Si p est premier, alors V ke [1;p—1],p| (’Z) On en déduit que pour tout entier a et b, on a (a + b)P =
a? + b? (mod p).

Preuve : On a k(%) = p(ij) qui est donc divisible par p, mais comme k € [1; p — 1], p est premier avec k, par
conséquent, d’apres le théoreme de Gauss, p | (Z) Pour le second point, on développe le binome. (]

Compléments : Soit (p,),>1 la suite strictement croissante des nombres premiers, la répartition de ces
nombres encore aujourd’hui mal connue, cependant on a les quelques résultats suivants :

— Tout segment de la forme [7;2n] contient au moins un nombre premier (théoreme de Bertrand).

- Si a,b e N* sont premier entre eux, alors il existe une infinité de nombre premiers de la forme an+ b

(théoreme de Dirichlet).

- P nln(n) (théoreme de Hadamard).

3.

FERMAT Pierre De (1601 — 1665) : mathématicien amateur (éclairé!) I'un des plus féconds de son époque mais qui faisait peu

de démonstrations et publiait peu.

4.

MERSENNES Marin (1588 — 1648) : moine francais qui entretenait une correspondance suivie avec les mathématiciens de son

époque.
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@ Théoreme 10.21 (petit théoréeme de Fermat)

| Si p est un nombre premier, alors pour tout entier n on a n” =n (mod p). Etsin ¢ pZ, alors nPl=1
(mod p).

Preuve : Pour n € N on fait une récurrence : la propriété est vraie au rang 0, supposons la vraie au rang n, alors
(n+1)? =nP +1 (mod p), en appliquant '’hypothése de récurrence, ona (n+1)? =n+1 (mod p).

On remarque ensuite que (—1)” = -1 (mod p) car soit p = 2, soit p est premier impair, on en déduit que (-n)” = —n
(mod p). On a donc pour tout entier n, p | n” — n= n(n”~! —1), si p ne divise pas n alors p est premier avec n, donc
plnP~1 -1, cestadire n”~1 =1 (mod p). O

2) Décomposition en facteurs premiers

@Théoréme 10.22 (décomposition en produit de facteurs premiers)
Tout élément n € Z, autre que +1, est un produit de nombres premiers. Plus précisément, il existe
r > 1, il existe p1, ..., pr € & (distincts), il existe des entiers ay, ..., o, € N*, il existe A € {—1;1} tels que :

n=Axpt xpy?x..xp;.

Preuve: On a n = A x|n| avec A = +1. On se ramene ainsi au cas ou n est positif.

Par récurrence sur n : pour n = 2 iln’y a rien a montrer car 2 est premier. Supposons le théoréeme démontré jusqu’au
rang n > 2, alors n+ 1 admet au moins un diviseur premier p, donc n+1 = pk, si k =1 alors n + 1 est premier, sinon k
est un produit de facteurs premiers (HR), donc 7 + 1 aussi. (I

@ Théoreme 10.23 (unicité de la décomposition)
Sin € 7 s’écrit sous la forme :
n=Axpi x..xp; =p><qll31 x...x g,
avec py,..., pr € & (distincts),«y,...,ar € N*, q1,...,qs € 22 (distincts), f1,...,s € N*, et A, p € {—1;1}
alorsr = s, A = p et il existe une permutation ¢ de [1;r] telle que pouri € [1; 1], pi = Goi), &% = Po(i)-
La décomposition est unique (a I'ordre preés).

Preuve:Si p; ¢ {q1,...,qs}, alors p; est premier avec q1,..., gs, donc p; est premier avec qll XX q?s, i.e. p est premier
avec n, ce qui est absurde puisque p; | n, donc p; € {q1,..., qs}. Finalement on a {p1, ..., p;} < {q1,..., s} et par symétrie
on al’égalité des deux ensembles, donc r = s. Quitte a permuter les indices que la famille (g;), on peut supposer que
P1=491,.---,Pr =(r.

Le théoreme de Gauss entraine que pzk | pik, donc oy < Pg, par symétrie on a B < ok, et donc ay = P, ce qui
termine la preuve. (]

3) Notion de valuation p-adique

Si n est un entier naturel non nul et p un nombre premier, alors 'ensemble {k e N / p*I n} est non vide
(contient 0) et majoré par n (on peut montrer par récurrence que p” >n), cet ensemble admet donc un
maximum :

f_g Définition 10.9

Soit p € 2 et n € N* on appelle valuation p-adique de n, notée v, (n), le plus grand entier k tel que
p* | n. La définition s’étend a Z, en posant vp(=n) =vy(n) sin<0etvy,(0) = +oo.

Remarque 10.6 :

~ v =k = pFlnetp*fn <= |IgeN,n=p*qavecprg=1|

- vp(n) 21 < p|n, auquel cas vy(n) est la puissance de p dans la décomposition de n en facteurs
premiers.

~{keN/ pkin}=[0;v,(m].

N -~ .
-@-A retenir

§ Pour tout entier n > 2, la décomposition de 7 en produit de facteurs premiers s’écrit: n= [ p'»".
pe?

En effet, seul un nombre fini de valuations sont non nulles (les autres donnent un facteur égal a 1).
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Théoreme 10.24 (Propriétés)
Vn,meZ,ona:

a) YpeP, vy(nm) =vy(n) +vy(m).
b) Vpe 2, v,(n+m) = min(vy,(n); v,(m)).
c) nlm <= VpeP, vy(n) <vp(m).

d) Sinetm sontnonnuls alorsVpe 2 :

vp(nAm)= min(vp(n); vp(m)) et vp(nv m) =max(vy(n); vy(m)).

Preuve :

a) Siun des deux est nul, c’est évident. Supposons 7 et m non nuls, soit n = p¥gavec pAg=1etm= pk/ q' avec
pAq =1,dotnm=p**qq et pa(qq)=1,donc vy(nm) = kK
b) Siun des deux est nul, c’est évident. Supposons 7 et m non nuls, et avec les mémes notations, supposons k < k/,

alors n+ m = p¥[q+ p¥~*q') donc v, (n+ m) > k. On remarque qu'il y a égalité lorsque k # k'.

¢) Si m =0 cest évident, supposons m # 0 et n | m, alors pour tout premier p, {k €N/ p* | ntc{keN/ p* | m}
donc v, (n) < vp(m). La réciproque est évidente.

d) Soitd = nAmalors vy(d) < vy(n) et vy(d) < vp(m), donc vy (d) < min(vy,(n); vp(m)). D’autre part pin@p (m;vp(m))
divise n et m donc divise d d’ott min(v, (n); v, (m)) < vp(d), par conséquent min(v, (n); vy (m)) = vy (d). Pour
le ppcm on peut utiliser le fait que (n A m)(nv m) = [nm| et donc v,(nv m) = vy(nm) —vy(nAm) = vy(n) +
vp(m) —min(vy,(n); vp(m)) = max(vy(n); vy (m)).
O

'\@CA retenir : formules du pged et du ppcm

Il découle du théoreme ci-dessus que :

pged(n,m) = [I pmin(vp(n);vp(m)) et ppem(n, m) = [I pmaX(vp(n):vp(m))'
pePp peP

* Exercice 10.4 Soient n et m deux naturels non nuls, premiers entre eux, tels que le produit nm est un carré, montrer que
n et m sont des carrés.

4) Applications

— Si n # +1, alors la décomposition de n en produit de facteurs premiers permet de trouver tous les
diviseurs de n.
Eneffet:Sin=Ax p(l"1 x...x py’, soit d est un diviseur positif de 7, si p est un diviseur premier de d,
alors p est un diviseur premier de n, donc p € {p;,..., pr}, donc d s’écrit sous la forme :

d:pllx...XpE’ avec 0 < Pr < ag

— Sin,m¢{-1;1}, alors a partir de leur décomposition en produit de facteurs premiers, on peut calculer

pged(n,m) = [] p™n@ivp(m) et ppem(n, m) = [ p™XWpWivp0M) plys précisément : Si n = A x
peP peP

pylix..xpyetm=pux q‘fl X...X% qES, alors les diviseurs premiers communs a n et m doivent appartenir

a{pi,...,prin{q,...,qs}, dottla discussion :

o {p1,....,prI0{q1,...,qs} = &, alors n et m sont premiers entre eux, i.e. pgcd(n,m) = 1 et donc
ppcm(n, m) = |nm].

o {p1,....,prI0{q1,...,qs} = {11,..., vs}, alors quitte a changer la numérotation, on peut supposer que
pL=4q1="1,..., Pt = qr = V; sont les diviseurs premiers communs a n et m.

pged(n, m) = vfl X ... X vf’ avec k; = min(a;,B;) pouri € [1;1].

Et:

k k [V o § B
ppem(n,m) =v* x...ox v x p, A xox prt x gy X% g

avec k; = max(a;,p;) pour i € [1;1].
s=Exemple : 336 = 2% x 3 x 7 et 420 = 22 x 3 x 5 x 7, donc pged(336,420) = 22 x 3 x 7 = 84, et ppcm(336,420) =
24 x3x5x7.
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VI SOLUTION DES EXERCICES

Solution 10.1 a =17 et b = 12 sont premiers entre eux, appliquons l'algorithme d’Euclide :
a=bx1l+5dour,=5=a-b

b=r1x2+2,dottr,=2=b-2r1=b-2(a-b)=-2a+3b

rn=rax2+1,dottrs=1=ri—2rn=a-b+4a-6b=5a-"7b

On a ainsi une relation de Bézout entre a et b, on en déduit une solution particuliére en multipliant par3 :15a—21b =3,

donc (xg = 15, yo = —21) est une solution particuliere.

Léquation équivaut alors a a(x — xo) = b(yo — y), d’apres le théoreme de Gauss, a et b étant premiers entre eux, on a

blx—xpetalyy—y,ie x=xo+bkety=yy— Dbk, en reportant dans la relation on voit que k = k' et donc les solutions

sont les couples (xg + bk, yo — ak) avec k€ Z.

Solution 10.2

1/ A litération 0 ,on a By = b € N. Si la boucle ne se termine Jjamais, alors on a une suite B; de nombres non nuls. A
litérationi+ 1, on aA;+1 = B; et By est lereste de la division de A; parB;, on en déduit par récurrence sur i, que
(B;) est une suite d’entiers positifs By = b € N) et strictement décroissante car B;+1 < B;, ce qui est absurde, donc la
boucle while se termine.

2/ Montrons Uinvariant de boucleP (i) : pgcd(a, b) = pgcd(A;,B;), par récurrence suri, aurang0,onaAg=aetBy=Db,
P(0) est donc vraie. Supposons P (i) vraie et qu'il y a une itération i + 1, doncB; #0, a l'itérationi+1 onaA;;1 =By,
etA; =B;Q; + By (division euclidienne de A; parB;), doncpgcd(A;,B;) = pged(B;,Bi+1) = pged(Ai+1,Bi41), ce qui
montreP(i +1).

3/ Soit n le nombre d’itérations, a l'issue de l'itération n, on apgcd(a, b) = pgcd(A,,B,) (invariant), et commeiln’ya
pas d’itération n+ 1 cela signifie que B,, = 0, finalement pgcd(a, b) = pgcd(A,,0) = A,,. La valeur de la variable A
qui est renvoyée est bien le pgcd cherché.

Solution 10.3
1/a=b (mod a-b) doita™ =b"™ (mod a—b), cestadirea—b|a™ - b".
a=-b (mod a+b) doira™ =(-b)" (mod a+b), sin estimpairalorsa”™ = —-b" (mod a+b), etdonca+b|a™+b".

2/ SoitN = 2P + 1 un nombre premier, on peut écrire p = 2" q avec q impair (r est valuation 2-adique de p), on a alors
N=22'd41= (er)q +149, q étant impair, N est divisible parer + 1, ce nombre est plus grand que 1 et N est premier,
donc2? +1=N=2P+1,ce qui entraine p =2" (et donc g = 1).

3/ Soit N = 2P — 1 un nombre premier, soit d un diviseur positif de p, on peut écrire p = dq avec q € N, on a alors
N =294 1 =049_ 19, donc N est divisible par2d —1, or N est premier, donc2%—1=1oubien2?-1=N=2P -1,
ce qui entrained =1 ou d = p, donc p est premier.

Solution 10.4 Soit p un nombre premier, commenAm=1,onavy(nAm) =0, or vy(n A m)=min(v,(n); vy(m)), ona
donc vy(n) =0 ou v,(m) =0, d'autre part, nm étant un carré d'entier, v,(nm) est pair, or v,(nm) = vy (n) + v,(m) et
une des deux valuations est nulle, donc l'autre est forcément paire. Finalement, pour tout premier p, v, (n) est pair et
vy (m) est pair, donc n et m sont des carrés d'entiers.
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