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�ر���73

��ت ��
	>! ا
(�)�! �9 ��8 ا���
  ��)��� ��دة ا
  

!�3��2�
  n+3! ا
+��م ا
7>�
����ت�
  :n+3! ا
+��م وا

7>�
����ت ا
 �7�)�7�!ـ �
  �	�� ا
+��م وا
7>�
����ت ا
���7�N�!ـ �
  �	�� ا
+��م وا

  

!P�m رات�3�Hا  
  


��ت ا
+.د�!��� 
  ا
  

��ت ��

3��ت �Iل ا����< H3< :�2 ا�"����ر#�، إ� Hا و� ��.) 9! ا�
/	ق G@ل ا���
 Hوإ� ���ت ا����Nة �ا��)د#��Mوا� ����ت ا�;��'��

��ت ����

� و'�| 9/"�.���49 ا���ا��4):
 
�3@
��ت،�
��#) ا���

� وو��41 '�:
���ل ا���/.
3� a3 و&���ت 3��
 ذ�2 آ�نو >�H ا�

� ا���Bل(��3:"� ����ر:� '�| أ��اع ا+:
)+ل ا�	#�&� �": H�< a�	
أG �3@ل ). ا�"	ه�ن '��
 �����$ �� >)د#���


 '"�| ا دوات ا�^	ور#� �)را:� :��ك 3�3@

! N9و#) ا��? �ه
W ا���

� و'��ار ا�@�#�4� و�.���41 ?� 9;)#) 9.	#"�ت �"�| ا >)اد ا�;.e�9�4 و�K�' d5�
ا:
M@ص �
])M
� 3< �3اد ا�<��
3 �5��3 �I �?و .  

 ،A�5�
� #�"=� ا:
��Bر �' �4� ])Mا�� ��4 '��
�4ء ا�1(
��ت + #���

إن درس ا��
2�
� �� وآ��� :�;y ا�1	�.I@ر ا�	ل ا��.�)? L�
M�' ،
# L�e�9 H�< N���ت ! ا�
	آ��

ا��

�	 و ?�U�
��' �.��
� ا����5� ا��Iأو ��.�.I اء  >)اد�: F#	.
� ا�#	"� 	�#��ن و ...��� و��9'
� ����ر:� ا+:
)+ل ا�	#�&�ه
ا ":��3 ��و ا�1(��  ا�"	اه�< ا�	#�&h��� �? � . ا�)*

  

  ا�nR?�قاER#�ل و
9! إدرا�A ا>
"�را  �)ورW  و*). إن �413م ا+9(�ل 3< ا���1ه�! ا��)#)ة ?� ه
ا ا���
�ى

� ا����د+ت  Iا�)وال و ��B�9و �9
��Q '��)وال ا��)د# ����ت أ:�:��G 9.)#! >)ة �?
	�UK
  .وا��
	ا�;�ت وا�
.	#F وا�

  �
! 9.)#! �413م ا+9(�ل ا�/@*� 3< �413م ا��#�4#!

	آ�H�< N ا9(�ل دا�� ا� آ�� #
� و�/* H�< 2ذا� 	r��3ل وأ H�<ا H�;�3 H�< ��(�)ا�)
3 H�;�3 (رة ��3ل أو و�� H�<

��)
3 �� */��، و#
! ا�
	آ��)G N�� H�< 3"	ه�� ا�.و */�� ')ا�"�� ور9�)
3 ��! ')ا�
�1�
M�49 ا���.�� و9/"�/�� */�� >�H ��3ل  ا��:"�� ور9�)
3 �� دا���I H�<ا����د+ت (و ���I

)3< ��ع  )f x x= .(...ا ا
� �3آ�� #��ن ه)1� s�
.)#! دا�� ا��Nء ا�(;� �":�) N3	ا� ���
�#
( )E x (�h �� ?� >)د + �3
A 3< ا��.cآ��Bل �)ا��)
3 	.  

 d5�
'�) ا�

آ�	 'Kه! �
�d5 ا���� ا و��I Hل ا+$
.�ق، #
! ا�
	آ��)G N�� H�< ا��
����
  :ا�

�	 و •UK9 �
.�ق ?� �./$@� ��'�* ��؛ .9	F# دا�.

���ل  ا�)ا�� ا���:�'  
•  ��/* �"�
.�ق ور9$@� ��'�* �� �)ا��� ا�)ا�� ا����.

.�ق و3�$@� >�
�'�* >�
� 3	آF دا�.
�3

  ؛>�H ��3ل
9nx.)#! ا�)وال • x→) T�I2n �.� F��3 */��ا�.و) ≤.I د(�� �وG(�5(�4  �ى ا��
ر#

� .ا��"	#
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# ��� 3"�$	ة '�) 9.)#! ا�)وال ا ���! 9.)#! دا�� ا����hر#
! ?� ')ا#� ا���� ا�)را:

)��# �

"�ره� )< G �4�#(.9@ل درس ا+$
.�قوا�<�' ، �� ��)ا��1ا�)ا�� ا ��
x

x
>�H ا����ل  →

] xxا�)ا��  9.)مو 1ا�
� ��9)م ?�  ∞+,0] e→ ��  .آ)ا�
�4 ا����
  

  درا8! ا
.وال 

"	 &	و�# �� �)ا�� >)د##(��.

 3< إن ا�
��< 3< ا�)را:� ا��3@

��< ا�# H
I �#ر

L�e�9  �� أو 3< �3اد ا�
M([ درا:� ا�)وال آKداة �;�5��3� ر#�&.  
  

�L درا:� ا�)والe�9 !
�	ات >�H ��3ل( #=
����3� ا )...ا+9(�ل، ا� �? �5���� 
 ���.�، ��Iل ��3د+ت أو 3
	ا�;�ت،   / إآ"�ر(ا�;��'.I أو >)د 	�"�9 	�UK9 ،�=� إ�=�ر �

��  ...).��3د+ت �19&�
  

M��7�
  O	�ب ا
�؛�3� ا�/@*� 3< ا�)وال ا ����
  #�	ف ا�


3��9� دا�� >�H ��3ل# >�' c'	ا� ! [ ]ba; �I��3ا و H�;�3 >� �)ا��ا�;�N ا��;(�ر '
��.
� وا�����< ا��
#< ��3د�
�ه��و3;�ر ا ?�� ax bxو = = !r �/��' ��B3ل أ@G >3 2وذ� 

� ه
ا ا�;�N ه� ا��)د I��3 أن �".#
( ) ( ) ( )∫ −=

b

a
aFbFdxxf

  T�If �"��3 ��و دا�� >)د#�)
3 
]>�H ا����ل   ]ba; وF  ��3ل H�< �4� ��
^�<  Iدا�� أ��#a وb.  

  

� �' �3��

� ا�.#	U H�< �3��
Nاء وا:
���ل ا�)وال #
! ا+*
(�ر ?� ��Iب ا�
� دون��	 ا��
  ا ���=9 �.#	U؛	�=  

 

�  #��<و�5�#N�? �<��
3� ?� و&���ت 3��
 ...)ا��=�، ا�.)رة، (ا:
���ل ��Iب ا�
 ���	ه�� و...) ت، ��Iب ��4#�ت، ��Iب 9.	#"�(ور#�&hوa' 	�UK9 �? ت����

 ا:
���ل ا��
  .ا�
��3@ت

  

!��
���
  ا
 +�دRت ا
>�
���
�< ا�

! ا+*
(�ر، ?� ه
ا ا�1(�، >�H ا����د�# :  

1. �� ا����د���&�1
bayy: ا� +=' T�I ؛a وb ن��.�.I ؛>)دان  
2. ���&�1
": ا����د�� ا� ' 0+ + =y ay by T�I ؛a وb ن��.�.I ؛>)دان  

+��3 �? ��41�e�9 �="�#ةو	S
�L *)رة �3e�
�	ه� دون أن #��ن ه
ا ا�hو ��5�#N� ت ?
!#�.
�� ��&�G.  

  

!�N�a�
  ا
�>.8! ا
� إدراك #�.9 H؛ ?�4 49)ف إ����G ��� ا�"	��K' d3ه�Gدا ��HS;9 ا��4):� ا�5�^1

��دي
��ت ا�1^�ء ا�1�N#��5 ا+>��M� 
�3@
و#�) 9.)#! ا��
��4ت ?� ا�1^�ء و9;)#)ه� 3< . ا�
��ت '�| أ�Nاء ا دوات ��G >< 	�"�
�| و&���ت و3< ا�#	3< 9 
�3@
ا�
� ��9< ا�


��ت ا���Mا� |�' >< L�و3< ا�� ��	3 ��� '�|  � H�< (<��9ا�1^�ء �9"�	ا ر#�&I
�?	� ��� ه�):.#	/' �4�I �)�
�# (* �
� ا���	 أ�A #�"=� أ+ ��9ن ا��:�5� . ا����5� ا��4):h

 �"": �����;
� أو ا��4�
� ا����
� أو ا�
Kو#� ا��4):� ���
�d5 ا�
� 9! ا��?� F�I ا�	ؤ#� ا��4):
�4�  .إ�
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])M
�.��49 ?� ��3+ت ا�"/9 L�
M�' !�� ا�m��4 ا :�:� ه� ر'c ه
W ا���1هS#و.  
  

!�.?+
  ا;H.اد ا
� و�;� ��3د+ت 3< �B�Bا�� �#�;
�� ا�� L�
M3 ج�
�
�9
"	 ا >)اد ا��.)#� أداة +:

��Bا� �� ��3د+ت Y9ول إ�H ا����د+ت ا���'.� و�)ا�)ر�Iو ��� 3< ا���
�ى �را:� 9��@ت ه�):
��د#� ?� ا���
�ى'�| و
  . ا�
;�#@ت ا+>
  

d3��	"رج ا��G 	"
�# �  . آ� 9.)#! أو '��ء �S	ي �t>)اد ا��.)#
  

 �� ا����د�I 	"
�#02 =++ cbzaz �� �Gرج  cوأ bوأ 3a< أ��.�.I 	�h أ>)اد
  .ا��.	ر

 �
"	 ا�;� ا���م �����د��#azn   .�Gرج ا��.	ر =
  

�< N���ر  H#�"=� ا�
	آ
Gا H�< 
�3@
� و��9#) ا��ا�;� ا��.)ي �"�| ا����5� ا��4):
�;
�< ا�' >3 �� ه
W ا����5;� �� وا��.)#� ا داة ا����:"�4�
� وا����� !�� ا���1ه��	9 H�<و

�4�3 ���G ��� ا��.c و9)اور ا��.c،ا����?� و*��س زاو# ا��4):�3�.
وذ�2 '�:
���ل ا >)اد  � وا:

�L ا�M3 H�< ا

ا��.)#�، وآ�4
W ا >)اد /"�.�ت ا��"	#� ���)G: ��B�Bط ا�;)ود#�ت ا���/Gإ ،

�، ��Iب ا��B�Bا�� �#�;
� ا����د+���3��� ا�I ،a��  .ت ا��"	#
  

  O	�ب ا �OR�Rت        

! إدراج �413م ا��;�آ�ة #)Simulationل  (@G >3 �5ا��ث >(I دد	ار 9	.
�r"�ت ا:

� >)دا آ"�	ا 3< ا��	ات ��  G@ل 3<) 3	ة أو أآB	 10000(إ>�دة �9	'� >��ا5/��' ��B3أ
 mل ا�������
� أو  Randو'�:�� ا�;�:"� ا������� d3	"أو ا�� ��3	"�� �ا���)Excel  �? d3ا�.�'�


��ل I)ث >��ا�5؛Iا �."�ل ا(�4�9 ،2�
' s��# !�.ى ا��
ه
ا  ا�;�:�ب �4
W ا�=�#� إن آ�ن �3

"	 �Gرج ا��.	ر�# ���
  .وإن أي "9	#	 �S	ي �4
W ا��
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  ا
�3)��� وا
?.رات ا
 >��cة  
 !�����
  وا
������ت ا

  
M��"�
  ا


��ت ا
+.د�!  .1��� 
  ا
  

���(�3
  ا
������ت ا
�����!  ا
?.رات ا
 >��cة  �"��ى ا
- ����

3 �#�4� 
-  ��������������������ت ا��	����

: ��4#���������ت ا��

( )
0n

n
≥

)و )2

0n
n

≥
)و )3

0n
n

≥
)و  )

0n
n

≥
 

)و )
0

p

n
n

≥
  T��������Ip   s�>�������)د ��������;

���"U  ،  

-  �����ت ا��	����

: ��4#�ت ا��
0

1

nn ≥

 
 
 
 

 
و

3
0

1

nn ≥

 
 
 
و 

0

1

nn ≥

 
 
 
و 

0

1
p

nn ≥

 
 
 
   

 T�Ip ���"U s�  >)د �;
 - �� ا��
.�ر'���

  ؛ ا��
-     �������

3(����د#Q ا�
.����رب؛ 9.����رب 3

  ���������

N9ا#)#������ و�3"������رة؛ 9.������رب 3
� و3(=�رة؛�)*��9  

� ا��
"�>)ة؛ –���

  ا��
�����ت    -��

؛ ا���������ت >����H ��4#����ت ا��

9�F؛	
  ا���4#�ت وا�
  

� وا  -�����ت ا��4):����

� ?��� ا:�
���ل ا�������ت ا�;����'��

��
���ت 3< ا�����

3 >3 ��B3أ �bauu: درا: nn   ؛1+=+

1و
n

n
n

au b
u

cu d+
+=
+

�و /�� أG	ى '����ت 9	����

3.  

-      Q#و3(�����د ������������ت ا��	����

ا:����
���ل ��4#�����ت ا��
��ت >)د#�؛��

  ا�
.�رب �
;)#) ��4#�ت 3

- �
3 �5��3 �I �? ت����

� �3< ���3+ت   ا:
���ل ا��<�
 �1�
M3.  

-   ���������

3 ������#�4� (�����#(;9( )nu    �3
.�ر'������ �����3< ا��������
( )nn ufu =+1  T�If    ���3ل H��< ��)
3 �وI   Q�.;9دا�

( ) IIf ⊂.  
  

-   �������

3 �� ������41م ����#�4���#	S� ��9
"���	 آ���� درا:���
  �Gرج ا�"	��d3؛

-       ��?	�3 �� ا��)د#�� دا��� >)د#�����

ا>
"�را ���ن ا��
��� ا�/";�� ا >)اد ا�(;<���3 H�<��، وا�/@*��  

  >���3   !
���#  ������، ?����� ��4#����ت '�����| ا����)وال ا��	��
����ت     ��

� ا و���H، *"���ل ��4#���ت  ا�����I	ا��( ) 0n

n
≥

 

)و )2

0n
n

≥
)و  )3

0n
n

≥
)و  )

0n
n

≥
)و  )

0

p

n
n

≥
و  

��ت��

ا��
0

1

nn ≥

 
 
 

و  
2

0

1

nn ≥

 
 
 
و 

3
0

1

nn ≥

 
 
 
و 

0

1

nn ≥

 
 
 
 

و
0

1
p

nn ≥

 
 
 
  T���Ip   >��3 	��"أآ �����"U s�>��)د ���;

 ؛+∞إ�Y# �3(�< ،n  Hول 3
- yإذا آ��( )nv Q.;9 �� >)د#���

3:  
 nn uv α≥  �3pn< أ� ≥  T�I( )nu    ��4
#�4� �����

3

�.�������� F���������3 */��������� ?�������]ن    αو +∞.I د(�������<
+∞=

+∞→ n
n

vlim؛  

- yإذا آ��( )nv Q.;9 �� >)د#���

3 :  

nn ulv α≤−  �����3pn< أ����� ≥  T�����I( )nu  ��������

3
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 ��������4
�.�������� α   ���������/* F���������3و #�4�0.I د(�������<
lvn?]ن

n
=

+∞→
lim؛  

� و -���4
ا���4#���ت �9
"��	 ا��������ت >���H ا���4#���ت ا���
  H�����< 
�����3@
3."������� و#�"=����� ��9#����) ا� ������4
ا�@�3

  ا+:
���ل ا�(;�s ��4؛ 
-    ���? �������L ا داة ا�����9�3e�9 H���< �#�"=��� ا�����

�  .ه
ا ا�1(
(���د#Q ا�
.���رب '���) 9.��)#��4 ا>
����دا   #��
! *"���ل 3 -

    F���9	
>���H ا������م ا��������ت >���H ا���4#���ت a��3 ا�
ذ�2 ا�/@*� �3<  � وو?� و&���ت ���3:� و 3
)ر�

�؛  ��G ت+�I  
- yإذا آ�����( )n nu Q���.;9  �������

3 :; n n nn v u w∀ ≤ ≤ 
limو limn n

n n
v w l

→∞ →∞
= lim?]ن  = n

n
u l

→∞
=                                                       

�����ت  -��

3 �5�����3� Y���9ول إ����H درا:��� ��������3 !
���9
�� 3< ا������	9:   

 *bauu nn   ؛1+=+

 *1
n

n
n

au b
u

cu d+
+=
+

  ؛

* 1 ( )n nu f u+ =  T�If  
3 �� >��H ���3ل    دا����)I 
 Q.;9و( ) IIf   ؛ ⊃

���G ت+�I �?.  
5��3� Y9د - �����3 !
9Hت �3<     ي  إ������

3 �درا:�

) :ا���ع )( )n nv f u= ؛���G ت+�I �?  
- ����
��ت ا���Mا� �".9:  
� ��3< ����ع* �����

1إذا آ����y ا�� ( )n nu f u+ =) T���If 
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������ن و��ا�� ��دة ا

� >�����H ������3ل   �����)
3 �)وI  Q����.;9دا����� ) IIf ⊂( 
#�4
�4 ه�3
.�ر'� و�l  ن[?l  �� �����د�I( )f x x=؛  

 * �������

)إذا آ�����y ا�� )nu و �#�4
����4 ه����3
.�ر'����l 

� ?����   f إذا آ�����y ا�)ا����� و����)
3l   �������

?���]ن ا��
( )( )n nv f u= و �#�4
�4 ه� 3
.�ر'�( )f l؛  

-    ����������

������#�4� ا��� �������9
! درا:������ ( )n

na ) T�������I
�و )���

#�4� ا��� ( )nnα ) T��I (

�
��د#
�< ا>
#�4� (�' ���  <؛>�H أن �9
"	ا ?
��ت -��

  .9.)م درا:� ا�)وال >�H درا:� ا��

  
  ا
.وال ا
+.د�!. 2

  درا8! ا
.وال .2.1
  

���(�3
  ا
������ت ا
�����!  ت ا
 >��cةا
?.را  �"��ى ا
دراllll8! اllll#ER�ل وا�llllnR?�ق و . 1

  ا
.وال 
>��H   ا+9(�ل ?� �./�؛ ا+9(��ل  -

�<؛ ا+9(�����ل >�����H ا��������ر؛   ������ ا�
� ا���)وال (ا+9(���ل >���H ����3ل  ����I

ا�;)ود#��� وا���)وال ا��
ر#��� وا���)وال 
� وا���B�B�  ا�)ا�
 x x→(؛  
� ')ا���   ��رة ��3ل و��رة */ -��

�؛�)
3  
-     �� دا�����I ؛��/�3"	ه�� ا�.�! ا��:�

 ��)
� */�� >�H ��3لو3"�  ؛ر9

  :9;)#) ��رة */�� أو ��3ل -
 *��)
3 �  ،')ا�
 *��/* �"�� ور9�)
3 �  ،')ا�
�Q 3"	ه��� ا�.��! ا�   -"/9    �� ?�� درا:��/��:�

ا��
	ا�;���ت أو درا:���  '���| ا������د+ت و 
	�'��
  ؛...إ$�رة '�| ا�

- 
��5 ــ��ـ	ع ا��Bــ��ـ� ا�
1ــ��ـ	#.ـــ�ل Uــ��ـ��ا:
(la dichotomie)    ل���;� �'	.3 !�* (#(;9 �?

) �د��ا��� )f x λ= ا�;��ل W
�	 هUK
  ؛أو �
-    ��/����Q 3"	ه���� ا�.���! ا��:��"/9 �و3"	ه���

��ا�)ا �"�'�.
� و     ا���)
3 �� دا�����I ��?  ��"�ر9
  ؛*/�� >�H ��3ل

-     ����

! ا>
���د ا�
�	#�L ا��#:    ��    �f.��ل إن دا����/.� ��? ���)
3

0x  إذا آ�ن( ) ( )0
0

lim xfxf
xx

=
→

  ؛

- �     �� '�9(�ل ا��)وال ا�;)ود#�� وا��)وال ا��
ر#�.��
� ا��
�d5 ا��".
 �� و ا�)ا��B�Bوا�)وال ا��x x→ �49�.�"/9 H�< N�  ؛ و#
! ا�
	آ

� أن  -".� ��)
3 �أن ���رة ���3ل   ه� */�� و��رة */�� ')ا�
�ه� أ#^� ��3ل �/�
d 3"	ه�� ا�.�! ا��:�
�9 !r؛  

� أن  -���".�+f g وfg وλ f �����3لو H����< �����)
إذا  Iدوال 3
 yآ��f وg  H�< >�
�)
3I؛  

� أن  -".�gof      ���3ل H��< ���)
3 ��   fإذا آ���I   yدا���)
3
 H�<I وg  H�< ��)
3( )f I؛  

-   ��<��
3 �
! ا�

آ�	 '��41م ا+$
.�ق و9/"�.�G >3 A9@ل أ��/#
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-   ��"�� ور9�)
3 �� �)ا��ا�)ا�� ا����
  */�� >�H ��3ل؛

  ا+9(�ل وا+$
.�ق؛ -
- 
������3  >�
�'������* >������
� 3	آ�����F دا�.

  ؛�@$
.�ق
- ��� ا�)ا�� ا����.
  ؛3�
– �) ا�.�ى ا��
ر# )*rx r ∈�  

��ت ��G؛  
-  �.
�3( )1≥ → nn x x .  
  .���ذج 3< درا:� ا�)وال -

��د#�؛��Iب 3�
.�ت ا�)وا -
  ل ا+>
9;)#����) ر�9'����� دا������ ا�/@*����� ����3< إ$�����رة  -


�4؛.
�3  
9;)#���) إ$����رة دا����� ا�/@*���� ���3< ����)ول       -

���4 ا��"����؛B�9 >3 ا�49 أو	�=9  
� ا��"�������� ��������د+ت ����3< ا��������    ا -����;� 

( ) ( )f x g x=  �و3
	ا�;���������ت ��������3< ا�����������
( ) ( )xgxf   ؛≥

�    9;)#�) ر�9'�� ا�)ا��� ا��    - ��)
3 �� �)ا������
��؛���"3 �4��B�9��3ل و H�< ��/* �"�  ور9

-  �� ��)ا���������/.� �����? Q
9;)#����) ا������)د ا�������
� �)ا��؛�  ا����

- ����3 ����I  �� ����Iل ا�.����! ا�)��#�������.�"/9 �5�
  ا�.�! ا�.(�#�و
� دوال +�
ر#������� ودوال درا:������� و -�������B�9

�؛�B�B3  

 �� وا�������3���4 ?���� ا�)را:���� ا���&��������
�# ����
� ا�����9"���	ز ا ه�
� ?��� ا�
.	#��F ا��;���� �)ا���� و?��� در ����Gرة و	وال ا��.��(���� �ا:��

�	ات دا�� >�H ��3ل و9;)#) ا��/��ر#L و =9 H;�3   إ$��رة �درا:�
� >�H ��3لدا�� أ#	"� �… أو �.9	 H��;�3 دا��� >)د#��     و 3
�1و9

�      و��"�� أو ر9��
'�r �� ا������Nة �)ا��������M��' 	�
آ��
�� �#����ن ��3:��"
  */�� >�H ��3ل؛

��د#�����  �����Gرج    -
� ا+>�����B�Bوال ا��(������ ���9
"����	 ا�����)وال ا��������
  ا�"	��d3؛

� ���)وال I)و     -���B3أ �د#��� ودوال �
ر#��� ودوال  ��G >��3@ل درا:��

ر#����� ودو�+������B�B3 ال  ��������� !

 �����Iل ����9�����3@
�3
�����"�ت ا�
�      ا+$��
.�ق و��r��9 	�����<و ����1��9 �ا���4#���ت و.9	F��# دا���� ')ا���

� ���;����H����;�3 H دا����� و����� '���� درا:���� ا����1	وع ا�@�5�4���Iو |
�����  ؛...ا����د+ت وا��
	ا�;�ت 3"

-         �#�"=� ا+*
(��ر >��H درا:�� '��| ا�����ذج ���)وال ا�@�
ر#�
+ ����
� إ$����رة9/���	ح درا:���  ا�    W
���4' !

�4 ������'�ت؛ و#���.
����3

  . ا����:"� ا�
/	ق إ�H ا����د+ت ا�@�
ر#� G >3@ل ���ذج
-  ���&�1
� ا�'�
)ا:
���ل ا�� ) dxxfdy   ؛='
-     ��9
"���	 درا:���� ا����)وال ���3< ا������( )nx u x→   T����I( )3n ≥ 

)و )u x  H����< ر����)
��3"����، ����Gرج ا�"	�����d3 و#�"=���� ا+* �دا����

.��49؛�9;)#) 3   

2. !��P;وال ا.
  ا
-  H�<  ��)
3 �� �)ا��ا�)وال ا ��

  ��3ل؛
- >�
� �����ع دا��؛ ا�)وال ا ��

� ��)اء دا�� ?� >)د �ا�)وال ا ��
�.�.I.  

  
��د#�؛ -
� ��)وال ا+>�  9;)#) ا�)وال ا ��

.�ق �
;)#) ا�)وال ا:
���ل ��� ا+$ -

� �)ا�� >�H ��3ل؛�  ا ��

  
��د#� ا�/@*� 3< ا�.	اءة  -
� ��)وال ا+>�9;)د ا�)وال ا ��

� ��)ول 3�
.�ت ه
W ا�)وال�  .ا����
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  :ا;8�!� �! و�ا
.وال ا
��t�ر. 3
   :دا�� ا����hر#
! ا��"�	ي* 
�؛�9	L# و - #	"� ]5�)G  
- N���������3	ا� ln درا:���������و �� ا�)ا����������

ln( )x x→؛  
� ا����hر -.
� �)ا��؛#ا�����
  

- �� ��)ا��) :ا�)وال ا �� )

( )

u x
x

u x

′
→   

 a : دا�� ا����hر#
! �t:�س* 
��ت -��G و L#	�9؛  
  دا�� ا����hر#
! ا���	ي –
  
� ا��* ��ا�)ا�� ا :#	�"    
�؛�9	L# و -#	"� ]5�)G  
-   N�������3	ا�exp و     �درا:�������� ا�)ا���������

exp( )x x→؛  
�  eا��)د -'�
  ؛xeوا��
-    �� ��)ا�������������ا������������)وال ا �������������

( ) ( )xuexux   ؛→'
� �t:�س -�   a : ا�)ا�� ا :
��ت* ��G و L#	�9؛  
� ا�)ا* .
�3 ��xx a→ 
  
  
  
  

  
  
-  H������<  ي	�����3< ا�;�������ب ا��"����� >��
ا������

  ا����hر#
��ت؛
� �����3د+ت و3
	ا�;����ت    -���I >���3 >��
ا����

�#و���Sت  ���hر��
  ؛
� و9/"������Q ا���������hر#
! ا��������	ي  3 -�����?	�
� ا��������د+ت ����3< ������ع     (����I �����? �������G

10x a=(؛  
-     ���������
ا�������
��< ������3< ا���4#�������ت ا����hر#

��41؛e�9و ��  ا :�:
� دوال 9;
���ي     -���B�9و � ا���
��< ��3< درا:��

�4
=��؛ ���
  >�H ا�)ا�� ا����hر#
  
  
-  3 ����I >���3 >��
�����د+ت و3
	ا�;����ت ا����

Sو��#	�"� ��  ؛��ت أ:
� ا���
��< ��3< ��4#���ت ا�)ا���� ا  -��#	�� ا��"���:

�41�e�9و ��  ؛ا :�:
� دوال 9;
���ي     -���B�9و � ا���
��< ��3< درا:��

�4
=��؛ �#	�� ا��"�  >�H ا�)ا�� ا :
� دوال 9;
���ي      -���B�9و �ا���
��< ��3< درا:��

      �� ودا�����#	�� ا��"��=H���< �4 ا�)ا���� ا :�����
  ا����hر#
! ا��"�	ي؛

-  !�'��� �����)د 9;)#��) *��	3.ae  T���Ia  د(��<
'��� ����)د	3. ������.���  أو 9;)#��) *.Ia  T���;'

ae ؛��  >)د ���3م '�:
���ل ا داة ا�����9�3

  
  

! و -#        !
�، 9.�)#! دا��� ا�����hر#�3"�$�	ة '��) درس ا��)وال ا ���

     �� ��)ا����
"�ره��� ا�)ا���� ا ����<�'
x

x
ا���	?��� >���H ا������ل     →1

[;0]   وا�
� ��9)م ∞+
  ؛ 1 ?� 
-  �� ا��ا�)ا������ ا�������� �)ا����� ا�������hر#
! ا :������'�.
� ه���� ا����#	�"

  ا��"�	ي؛
� >)د  -��a  ��#(� ��/* F��3abb ea ln=؛  

! *"�ل  -#lim ln

→+∞
= +∞

x
x؛  

-  �����
�9
"��	 ا���4#���ت ا��	9"/��� '��)ا���� ا����hر# ���#	�وا�)ا����  ا��"

� إ�����H ا���4#�����ت    ?�����&��' �����#	�� ا��"�lnا :����
lim

nx

x

x→+∞
limو 

x

nx

e

x→+∞
 

limو n x

x
x e

→−∞
و 

0
lim lnn

x
x x

+→
 T�I  ؛��  ��4#�ت أ:�:

� و -����
� ا���)وال ا����hر#��
5����3�   ا���)وال ���9 ���I ���? ��ا :��
�؛<��
3  
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4 .!��
���
  ا
 +�دRت ا
- ���&�1
': ا����د�� ا� = +y ay b  
- ���&�1
  :ا����د�� ا�
 " ' 0y ay by+ +   ؛=

-  �� ا����د�I' = +y ay b؛  
-  �� ا����د�I" ' 0y ay by+ +   ؛=
-     H��4 إ���I ��? ولY9 ��� ��3د+ت �19&�I

>�
�< ا���'.
  .ا����د�

  
  
  
  
  
-  �� ا����د�������I' = +y ay b   ت ���3< ����3اد�������41 ?���� و&����e�9و

  ا�
M([؛
-  �� ا����د�I" ' 0y ay by+ + ��41 ?�� و&����ت �3< ��3اد      =e�9و

])M
  ؛ا�
- ��&�1
� ا�;� ا���م �����د�� ا�".#0'" =++ byayy؛  

  
2 .2 .$���7�
  ا
"	�ب ا
  

  ا
������ت ا
�����!  ا
?.رات ا
 >��cة  
�3)����"��ى ا
�؛ -�/* H�< ��)
3 �3��9� دا�  
-  �������G ����3��
� $����ل،   : ت ا����*@<

،������/Mا�   �����9���F، ا�.	
��3� وا���
ا�
�؛/:�
  ا��

- ��.9�����
 �����3��
ا:����
���ل : ������Iب ا�
�؛ ا�����3� '� �Nاء؛�  ا�)وال ا ��

  ��Iب ا�����Iت وا�;��م؛ -


���� �����Iب ' �����Iب ���3��9� دوال -��.9 L����e�

3�؛��
  ا�

����N ا������
�ى       -I �I�����3 ب�����I >���3 >��
ا����
 >������;�3 >��< ����3از#�< و ا��;(����ر '�����.
����3

F�  ؛��;�ر ا را9
ا�
��< ��I >3ب �I! ا����! ا�����) '�)وران    -

��  H�;�3 دا�� �Iل 3;�ر ا ?��

� ا�/@*��� ��3   -���/* H���< �9.��)#! ��3��9� دا��� ���="�# �< ���413م دا���
�� �)ا��� أ���)
  ؛3


���ل       -���:�' ����ت و#�����< K9و#�����4 ه�):��������Mا� a������ ����".9
�؛Iا����  

  
  
  
  
  




��ت 
	�� ت ث ت���
96     ا
������ن و��ا�� ��دة ا

�32
  ا
�>.8! وا
1 . $J $ �	
   3Vا
2.اء ا
  

���(�3
  ا
������ت ا
�����!  ا
?.رات ا
 >��cة  �"��ى ا
- L#	�9؛  
��ت -��G :����/M؛ ا����r��
  .ا�
- >�
4�
3 (3��9.  
  .وا :�س ا��
��3)ان ا������Sنا����!  -
-      !Sاء ا������ و����(���� ������;
� ا�=�ا�(

>�
/.� �4� و����?�
3.  

-  (��3��9 H���< ����	 وا�"	ه���"�
ا�

���ل ا�������)اء   �����:�' >������
4�
3

  ا�����؛
-    >��< ������4���� و9;��
3 	���"�
ا�

A9����G3) و��
  ا�

��A9 آ���� ��9! 9.)#���        -����G9.��)#! ا����)اء ا������� ?��� ا�1^���ء و !
��# ���? A
  ا���
�ى؛

��ت ا��)اء ا����� -��G a��� � ؛إ�H ا�1^�ء 3< ا���
�ى �9)د و9."
-         >���< 	����"�
����L ا�����)اء ا�������� ?���� ا�e�9 ءNا ا�����
���3< أه���)اف ه���

   |��' ���� Hإ� ���
�� وا����	ا 9;�"3) �9��
� و>< ا�#	
��ت ا����Mا�
  ا����?�ت؛

  
  

�a�ء. 2
  3SE�?�ت ا
2.اء ا
	� $ J$ ا
  

�(�3
  ا
������ت ا
�����!  ا
?.رات ا
 >��cة  ���"��ى ا
- �<������ ����;9 (#(;9{ }/ .M P u AM k∈ =

uuuurr؛  


�ى؛ -��� ���Sا��� �4�
  ا��
-        ����4�

�ى 3;���)د '�./���� و3������ �������3د����� د#��ر9

�A؛�< ���S�3  
�3
�ى؛ - >< �/.� �?��3  
��1�؛ -�� �����;9 �  درا:
-  c.ا�� �<���3 �)درا: )zyxM ;; T�;' : 
0222 =++++++ dczbyaxzyx   
-      ���? �� و���3
�ى؛ ا�����
�ى ا������س �����1����? aU���.9

!�.
� و�3��? aU�.9 �4�3؛ �3���3 �/.�.  
- ��5��3� ه�): �I �? ت�.�"/9.  

-     ������4�
9;)#�����) ������3
�ى '�./������ و3
���S�3.  

-   ��! ا�������ر ����3< �./����.
9;)#����) ا�������
�3
�ى �  .وا����دي >

���1� 3;��)دة  9;)#�) ��3د��� د#�   -� �����ر9
  '�	آNه� و$��>�4؛

� '�را3
	ي ���1�؛ -�B�9 (#(;9  
-  c.ا�� �<���3 H�< ف	�
M   >�3ا�

�: ا�1^���������ء ا�
��������� Q��������.;9 ا��@*��������
0MA MB⋅ =

uuuur uuuur
  ؛

� �tو    -������;
�< I(��	 ا�)را:��� ا����
#  ��&���ع ا�����"
���1� و�3
�ى و���1�    < ���B3أ H��< !�.
)د#�� دون  و��3

  ا�
/	ق إ�H ا�;��� ا���3�؛
����L ا�����)اء ا�������� ?���� درا:���� ا�
����ازي    -e�9 !
���#

  وا�
��3) ?� ا�1^�ء؛
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3 .$�2� 
  ا
2.اء ا
  

���(�3
  ا
������ت ا
�����!  ا
?.رات ا
 >��cة  �"��ى ا
-   Wا����� ��r@r ا�1^�ء؛ A�؛ ا�����!  ��9

  .وا :�س ا�����4ن
-  ������4�
�9	L�����# ه�):������ ��������)اء ا��
  K9و#� A�S�3؛و
��ت -��G :؛����/M؛ ا���1��M
  ا�
-  �"��������' �����4�
��ت ا������)اء ا��rا(����Iإ

   :�س 3
��S��3 (3! 3"�$	؛
- !�.
�3 >< �/.� �?��3.  


���ل ا������)اء      -����:�' T�����B3 �I������3 ب������I
  ا��
��4؛

-       	��h c�.� ث@B�' ى 3;�)د�
��3 �9;)#) ��3د�
�؛���.
�3  

- 
�����Q ا������)اء ا��"/9 �5������3 �����I �����? �����4�
�� ؛ه�):

  

-    ����4�
��9����A ا�1^����ء    #�"=���� �9	L���# ا�1^����ء ا�� (����'
أ��3  . '�:
���ل ر�� أ3"�	 إ�F��� H إ>/�ء K9و#�A ا��4):�� 

�4 3."��� ?� ه
ا ا���
�ى���� 	"
�
? A9����G.  

  
  
  

4 .!�.?+
  ا;H.اد ا
  

���(�3
  ا
������ت ا
�����!  ا
?.رات ا
 >��cة  �"��ى ا
-  �  .Cا�����>
� ا� -'�
 ؛�"	#� ��)د >.)يا��
- >�  ؛ ��9وي >)د#< >.)#
� ا��4):���� �����)د >.���)ي -����B�
�;���Q : ا�

�4�
3 Q;� ؛�  ؛ �./
  ا������ت >�H ا >)اد ا��.)#�؛  -
  ؛3	ا?Q >)د >.)ي؛ �3��ر >)د >.)ي -
-       ���	 ���3)م؛ ا����h ة >�)د >.�)ي(�<

B�B؛�ا��  

-   H������< �����3< ا�;�������ب >��
ا������
  ا >)اد ا��.)#�؛

-    Hإ�� �� ا��"	#�'�
ا+�
.�ل 3< ا��
� �������)د >.�����)ي   ������B�Bا�� ������'�
ا��

  وا���m؛
-  �����B�Bا�� ��ا�
����	ف >����H ا�(���


���ل ا >������)اد ������:�' �� ا :�:������
  ا��.)#�؛

-  ����������B�B3 ت��إG/���������ط ��������I)ا�
3����N ا :���� �����)د  	

���ل ا����:�'

-     	�)
M3 ����' ��m '^	ورة إد�Gل ا >)اد ا��.)#��;
#�"=� أن #
! ا�
  و3	آN؛

:���R ���413م ا����)د  -	9 ���? ����� ا��4):��� ��3< أه����B�
�A ا����
���S	ا ����� #�
    ���� !#(��.9 Fو#�اآ�� �ا��.��)ي ?��]ن ��9و���Q���/�# A 3"�$��	ة a��3 ')ا#��� ا�1(��

� ��3< ا��.�'��� وا��	ا?��Q  ا�����1ه�! ا��.��	رة �"����رة ���� ��ا�
��Kو#@ت ا��4):��
وا�������ر وا�����)ة و�����3ع >��)د#< >.��)#�< و���)اء >��)د >.��)ي ?��� >��)د  

�.�؛.I  
�3�����ر    - >����' c'	ا���� !
���#zz −'  ����3< ����4� و>����)ة    ABوا�������?zz −' 

 �����4�
����T ���3  وا�Nاو#���� ا��I �������r ����4� >z و'z  H����< ه�����




��ت 
	�� ت ث ت���
98     ا
������ن و��ا�� ��دة ا

�< وزا -������
4�
3 �>�������)ة �������Gرج و#������
c.� ث@r ��3�.
   ؛ �;.���4، ا:

-  �02ا����د���� =++ cbzaz  T����Ia  و
b وc و ��.�.I 0أ>)اد≠a؛  
3���������N ا :��������� ����������)د >.��������)ي  -	
ا�

θθθ sincos iei += 	���������
� أو�=�؛ ���������
( )Euler و	�3ا? �=��( )Moivre؛  

  >.)ي؛
-    ���I ���? ���Q ا >��)اد ا��.)#�"/9

5��������3 ��� ه�):������) ،��3�.
ا+:������
 ،(3��
  ؛.)..ا�

-    �����Iا�زا >����< �#(����.< 	�����"�
ا�
  .ا�)ورانوا�
;�آ� و

-  �� ا����د���������I2 0az bz c+ + = 
  �a����������3  �?����������� ا�����>����������
( ) IRIRIRcba ××∈   ؛;;*

-      ���4�I ���? ولY��9 ����3د+ت ���I
�  إ���H ����3د�����Bا� �+ت ��3< ا�)ر���

(I�4ل وا��'.  

 >�
iو Bو Aا�
�ا�� �;.� ا��./
r
4��3� ���;�ر ا�;.�.�؛   �4�
3  

- 	
�، وG(������ ا�������?� #����F ا��� ا������1ه�! ا��4):��������	9 H����< N����آ
����سو* �� ا����.c و��9)اور ا����.c،  زاو#���3�.
إ���H 3(��/�;�ت ا >��)اد  وا:��

  ا��.)#�؛
-          �� ���3+ت Y�9ول ?�� ��4�I إ��H ���3د+ت �3< ا�)ر��I Hق إ�	/

! ا�#

 �? (I�4ل وا��' ����Bا�C  ؛��.�.I 3��3@�49 أ>)اد  
-       	���h �� ا�
��� 3��3@���49 أ>��)اد >.)#�������Bا� ��9
"��	 ا����د���� ��3< ا�)ر���

� ���Gرج ���.�.Id3����	"����3د+ت ��3<    ا� H���4 إ����I ���? ولY��9 ���
إ+ 2���9 ا�
��.�.I 3��3@�49 أ>)اد (I�4ل وا��' ����Bا� �    .ا�)ر�

  
  O	�ب ا �OR�Rت .5
  

 ���(�3
  ا
������ت ا
�����!  ا
?.رات ا
 >��cة  �"��ى ا
$����	ة  ا��"���)أ ا :�:���� ��
����)اد؛ -

��رات؛
G+ا  
9�"�����ت    –	
9�"�����ت '
�����	ار؛ ا�	
ا�

   ؛�9	ار')ون 
��1ت –�K
  ؛ا�
pا >)اد  -

nC وp
nA و!n؛  

�؛ -�  ا�
��رب ا����ا5
  ا:
.	ار 9	دد I)ث >��ا�5؛ -

��ل I)ث؛ -Iا  

��+ت؛ -I+��9وي ا ��&	?  

�<؛ -r(I ل ا9;�د��
Iب ا��I  
�< و  وr(���I aU�����.9 ل�����
Iب ا������I


��ل ا�;)ث ا��^�د �;)ث؛Iا  
ا:�������
���ل ا�����������ذج ا�
��������)ادي  -

   ��ا����:���������F����������I F ا��&����������
  ا��)رو:�؛

�<؛ -r(I ل@.
  ا�
�	ف >�H ا:
-    	������=

�������ل 3I9;)#�����) *��������ن ا

  ؛>��ا�5
ا�
����	ف >����H ا�.������ن ا�;���)ا��     -

- H�< 
�3@
�     9Simulation(��ر ا��;�آ��ة    ��9#) ا��'	�
ا����:�"� F��I ا�
� و9/"�.A؛�� ا�����  ا����ا5


��ل؛#�"=� F��9 أي S� !#(.9	ي ���41م  -I+ا  
� >��)دا آ"���	ا ��3< ا����	ات     -/����' ��ر��G >��3) ���3@ل إ>���دة �9	'��� >����ا5

 ،m��، :;F آ	ة 3< آ#(.� ��/* (...   !�r �5ا���ث >(I دد	ار 9	.
�< ا:"
�
�؛ و#��< ا:
���ل ��
� ه
W ا��".9 mا����rand    أو ���3< ا,�� ا�;�:�"� ا����

�3� أو ا�;�:	"�� �� ا�.�'��  �ب �4
W ا�=�#�؛ا,�� ا�;�:"� ا����

��)رب        -# 
�����
����9� ا� �#�"=��� ا+�/��@ق ��3< و&�����ت ���3:��� و3
)ر���


��ل؛I+ا �
���ل �=:�' ��  9)ر#��� >�H و�L ��9رب >��ا5

��ل I)ث ا�/@*� 3< ا:
.	ار 9	دد I)ث >��ا�5؛  -Iم ا(.#  




��ت 
	�� ت ث ت���
99     ا
������ن و��ا�� ��دة ا

-    ���@.

������ل ا������	�U؛ ا:����I+ا

"�ر#Gا ���@.
�<؛ ا:r(I ؛>  

�؛ *��������ن   -�������	ات ا���������ا5=
ا��
 ������	 >������ا�5؛ ا ����3=

������ل 3Iا
ا�	#�&�����؛ ا+�;����	اف ا�/����	ازي  

�	 >��ا�5؛=
��  
  ا�.���ن ا�;)ا��؛ -

و9/"�.���A ?���� و&������ت ���3< ����3اد   
  ا�
M([؛

  


���L ا�;���+ت         -M3 ���/=9 ���<��
3 ����B3K' ت+����
I+ا !�#���Nز 9.��)#! ���13ه
�  ؛ا�����

� ذات ا+ر9"�ط '��اد ا�
M([؛ -<��

��ل ?� و&���ت 3I+ا Q"/#  

  

  
  


