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ت  &�� !.�ات  .3�C�ا� ��  fDأ�

��7 ���.�- ا��ا��  .4C
 fأدرس ا��Jوع ا�"

د�� ا��,ر5ت و ا��,ر5ت  ا��7 � ل 	! ���.�)fC(.  

5. �Q,�أن ا� B�5( )2; 3Ω − X( !�.�- ا��ا�� −�� ���!f.  

. ��د ا��ا�� ا���H,� و ادرس .6Cر�  إ:
 .f - &fDأ&% �8ول ���Uات .7

ت ��د  .8�Xا��ا ��.�ا�� Rط,� %,
( )fC .+ 	2ري ا��.! R! ا��� � )Pا���  

  .0أ&% !	د�� ا���س �� ا��,�Q ذات ا�1`2ل  .9
 .fCأ
jH ا���.�- .10

 : ����  أ
1({ }/ 2 0fD x x= ∈ + ≠ℝ   

و!�)

{ } ] [ ] [2 ; 2 2;fD = − − = −∞ − ∪ − +∞ℝ  

��� ا;f ���� ل 2,�
,2م 5(2 1x x+ −  - &2x + : ���� 
( )( )2 1 2 1 1x x x x+ − = + − +  

  اذن :

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 1 1 2 1 1 1
1

2 2 2 2

x x x x
f x x

x x x x

+ − + + −
= = + = − +

+ + + +
  

1aو!�) :  1bو  = = 1cو  − = 
3(

 ( )
2

2 2

1 1
lim lim

2 0x x

x x
f x

x+ + +→− →−

+ −= = = +∞
+

  

)و  )
2

2 2

1 1
lim lim

2 0x x

x x
f x

x− + −→− →−

+ −= = = −∞
+ 

( )
2

lim lim lim
x x x

x
f x x

x→+∞ →+∞ →+∞
= = = )و  ∞+ )

2

lim lim lim
x x x

x
f x x

x→−∞ →−∞ →−∞
= = = −∞  

4( 2x = رب � ��.�-  −,!( )fC  

( ) 1
1

2
f x x

x
= − +

+
  ��	�( ) ( ) 1

1
2

f x x
x

− − =
+

  

 ��	�( ) ( ) 1 1
lim   1 lim 0

2x x
f x x

x→+∞ →+∞
− − = = =

+ +∞
  ا����,�+ و!�)  

1yذا ا��	د��  x= −  -�.�� � )7رب  !,!( )fC  2ار�5+∞ 

 : )و���� ) ( ) 1 1
lim   1 lim 0

2x x
f x x

x→−∞ →−∞
− − = = =

+ −∞
  ا����,�+ و!�)  

1yذا ا��	د��  x= −  -�.�� � )7رب  !,!( )fC 2ار�5−∞  

5 (( )2; 3Ω − −  ( );a bΩ  

 Y
}أ)
��B أ
) : اذا � }2x ∈ − −ℝ  : ن�{ }4 2x− − ∈ − −ℝ؟؟؟  

{ }4 4 2 2 2 2x x x x⇔ − − ≠ − + ⇔ − ≠ ⇔ ≠ − ⇔ ∈ − −ℝ

{ }4 2 4 2x x− − ∈ − − ⇔ − − ≠ − ⇔ℝ 

)ب)
��B أن :  ) ( )4 6 2f x f x b− − + = −   ؟؟؟؟=

( ) ( ) 1 1
4 4 1 1

4 2 2
f x f x x x

x x
− − + = − − − + + − +

− − + +
 

1 1 1 1
4 2 6 6

2 2 2 2x x x x
= − − + + = − + − + = −

− − + + +
 

)و!�)  )2; 3Ω − X( !�.�- ا��ا�� −�� ���!f. 

6( ( )
( )

( )
( )

2

2 2

2 11 1
1 1

2 2 2

x
f x x

x x x

′ + − ′ = − + = − = +  + −
  ��	�  

( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

2 2

2 2 2

2 1 2 1 2 1 1 3

2 2 2

x x x x x
f x

x x x

+ − + − + + + +
′ = = =

+ + +

  

)ا:رة  )f x′  : رة)ھ� ا: ) ( )1 3x x+ +  

( )( )1 3 0x x+ + =  ��	�1 0x + 3أو = 0x + =  ��	�1x = 3xأو − = − 

رة : :k�8ول ا 

  
  �8ول ���Uات ا��ا�� : )7

  
  
  

( )fCf

( )fCf

f

f

f
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طRأ) )8 ,� %,
  !R !.2ر ا�1�6( ا���.�- ا���P( � �ا�� 


.( �,% ا��	د�� : ( ) 0f x =  ��	�
2 1

0
2

x x

x

+ − =
+  

 ��	�2 1 0x x+ − =   
ل ا������	�G1
.( ا��	د�� 5a 1b  و = 1c  و= = − 

( )2 24 1 4 1 1 5 0b ac∆= − = − × × − = >  

�5 أن  :ن ھ@ه ا��	د�� �,�( � �B ھ��  

1 2

b
x

a

− + و   =∆
2 2

b
x

a

− − ∆=  

1

1 5

2
x

− و   =+
1

1 5

2
x

− −=  

 :1و!�) 
,% ا��,طR ھ� 5
;0

2
A
 − +
  
 

1أو  5
;0

2
B
 − −
  
 

  

طRب),� %,
  ا1را���!R !.2ر  ا���.�- ا���P( � �ا�� 

 %,� ��.
: ( )0f  ����( ) 1
0

2
f 1و!�) 
,�Q ا��,طR ھ�:  −=

0;
2

C − 
   

د�� ا���س �� ا��,�Q ذات ا�1`2ل ) 9	!2.  
2( ( ) ( ) ( )0 0 0y f x f x x x′= + − 

( ) ( )( )
( )2

0 1 0 3 3
0

40 2
f

+ +
′ = =

+

)  و   ) 1
0

2
f = −  

( ) ( )( )1 3
0 0 0

2 4
y x y f f x′= − + ⇔ = + −  


� � �ا�� :10  )ا����P( ا����
  

  

	��� ا��ا�� ا�	�د��  :�����1f  �,�,.ا� ��U�� �x  

    : ����)ا��	��� � ) 1 1f x x= − + −  

 BL��( )fC  ا��� � )Pا���f  +e��! �!	�! + 	! ��( ), ,o i j
��

  

)��د ب)ب)  ���f �	��� ا��ا��  ��fDد )أ)1 )lim
x

f x
→−∞

 

5 ��  ا:�,ق ا��ا�� ج)f أدرسf  ��& ر�0& - ا�� 1x وأ&%  =

.C� & )`.ا�� ����� � �G��و�" ھ$� 
 fو ��د �8ول ���Uات ا��ا��  fأدرس ���Uات ا��ا�� )2
��7 ���.�- ا��ا�� )3C
 fأدرس ا��Jوع ا�"

���   fا��ا��B�5 أن أ) )4L& �1,�( دا��f ل −�!  - & ���	!J  
�� �.���ه�  

)��د ب) )1f x−  )L�x  B!J 

 ��    ج)ا!n ا���ول ا��

)أ
jH و )fCو( )1f
C −

1fا��ا�� !�.�-  
oJ ا��	 +− ��  

: ����})أ)1 أ }/1 0fD x x= ∈ − ≥ℝ  

1 1 0x x≤ ⇔ − ≥  
[و!�):  ];1fD = −∞     

limب) 1
x

x
→−∞

− = )و!�):  ∞+ )lim
x

f x
→−∞

= +∞ 

�Gق ا��ا��  ج)درا5 ��  ا:�,ff  ��& ر�0& - ا�� 1x =:  

( ) ( ) ( )
( ) ( )

2

1 1 1 1

11 1 1
lim lim lim lim

1 1 1 1 1 1x x x x

xf x f x x

x x x x x x− − − −→ → → →

−− − −= = =
− − − − − −

  

( )1 1

1 1
lim lim

1 1 1x x

x

x x x− −→ →

− −= = −∞
− − −

  

ق fو!�) ,�:"� � 5f ��p - & ��& ر�0ا�� 1x =:  


,2ل ان !�.�- ا��ا�� �
س �2ازي !.2رfو!���! �`
 )�,�  

  : �Q,�ر ا��)ا1را��� & - � )( )1; 1A f  أي( )1; 1A −  
  و!82) 
.2 ا1& -

2( ( ) ( ) ( )1 1
1 1 0 0

2 1 2 1

x
f x x

x x

′− −′′ = − + − = + = <
− −

] ];1x∀ ∈ −∞  

  :�8fول ���Uات ا��ا�� 

  

3( ( ) ( )2

11 1 1 1 1
lim lim lim lim

1x x x x

xf x x x

x x x x x x x→−∞ →−∞ →−∞ →−∞

−− + − − − −= = + = +
−

  

1 1 1 1 1 1 1
lim lim lim 0 1 0 0

1 1 1x x x

x x x

x x x x xx x x x→−∞ →−∞ →−∞

− − − − − −= + = + × = + × = − × =
− − −  

�
)!�.�-: ا��$و�( ا���� )C ھ) !.2ر� ا���� : &�� )�,�  

�6( 5�2ار  ∞−ا�1
ل  دا�� !�` � f) أ)4�[& - ا�� ];1I =  fو  ∞−	Qf ��`f��  

���  fو!�) L& �1,�( دا��f −  ���	!  
ل�!  - &: ( ) ] ]( ) [ [;1 1;J f I f= = −∞ = − +∞  

) )ب )f y x

y I

=


∈

⇔ ( )
( )

1y f x

x f I

− =


∈

    

   ( )
] ];1

f y x

y

 =


∈ −∞

 ��	�1 1 y x− + − =   

 ��	�22 1y x− =1 1y x− = +  

 ��	�( ) ( )
2 2

1 1y x− = +  ��	�( )2
1 1y x− = +  ��	�( )2

1 1y x= − +  

  ��	�2 2y x x= − −  
)و!�)  :  )1 2 2f x x x− = − −[ [1;x∀ ∈ − +∞  

  
4(   
  

ج)

  
 

 

( )fCf

0∆ ≻

( )fCf

1  0  -3 -8  x  

-1 0  1  2  ( )f x  

1  0  -3 -8  x  

       ( )f x  
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1f!�.�- ا��ا��   ��,�+ : fھ2 !�X( !�.�- ا��ا��  −� � �����5y x= 
+e��! �!	�! + 	! ��  

  

 

	��� ا��ا�� ا�	�د��  :�����1f  �,�,.ا� ��U�� �  ����ا��	��� �

   :( ) ( )1 1 1f x x x= + + −  

 BL��( )fC  ا��� � )Pا���f  +e��! �!	�! + 	! �� 

��2&� �	��� ا��ا�� ��fDد  )1!f 

2( : ��) ا� )lim
x

f x
→+∞

 

��7 ���.�- ا��ا��  )3C
 fأدرس ا��Jوع ا�"

5 ��  ا:�,ق ا��ا��  )4f أدرسf  ��&  Bا���� - &  

)B�5 أن :  )5 ) 3
1

2
f x x′ = +] [1;x∀ ∈ − +∞ 

 fو ��د �8ول ���Uات ا��ا��  fأدرس ���Uات ا��ا��  )6

���   ا��ا��B�5 أن أ) )7L& ل �,�( دا���!  - & ���	! 
�� �.���ه�  

  !L�  B(  ��د ب)

8��  :  )ا!n ا���ول ا��
  
  
)أ
jH و )fCو( )1f

C −

oJ ا��	 +ا��ا�� !�.�-  ��  

: ����) )1 أ ) ( )1 1 1f x x x= + + −  

1 1 0x x≥ − ⇔ + ≥  
]و!�):  [1;fD = +∞   

2( ( ) ( )lim lim 1 1 1
x x

f x x x
→+∞ →+∞

= + + − = +∞  

3( ( ) ( ) ( )1 1 1 1 1 1
lim lim lim
x x x

f x x x x x

x x x x→+∞ →+∞ →+∞

+ + − + +
= = −   

( )1 1
lim 1
x

x
x

x x→+∞

+
= + − = +∞  

1 1ن :
lim lim 1
x x

x x

x x→+∞ →+∞

+ = limو  = 1
x

x
→+∞

+ = 1و  ∞+
lim 0
x x→+∞

− =  

�
)!�.�-: ا��$و�( ا���� )C  ھ) !.2ر� ا���� : &�� )�,�

5�2ار ا1را���+∞  

4(( ) ( ) ( ) ( )
1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1
lim lim lim lim 1 0

1 1 1x x x x

f x f x x x x
x

x x x+ + + +→− →− →− →−

− − + + − + + +
= = = + =

+ + +
  

ق  fو!�) ,�:"� � 5f ��& B0& - ا���� 1x = −   


,2ل ان !�.�- ا��ا�� �
��!f س�! �`
 )�,�Bا���� - &  : �QJ�ا� ��

( )1; 1A − −   


��B أن : 5(( ) 3
1

2
f x x′ = +] [1;x∀ ∈ −   ؟؟؟∞+

( ) ( )( ) ( ) ( )1 1 1 1 1 1 1 1f x x x x x x x
′ ′′ ′′ = + + − = + + + + + − 

( ) ( ) ( )1 2 2 1 3 3
1 1 1 0

2 1 2 1 2 1

x x x x
f x x x

x x x

′+ + + + +′ = + + + − = =
+ + +

  

( ) ( )
( )2

3 1 1 3 1

22 1

x x x
f x

x

+ + +′ = =
+

] [1;x∀ ∈ − +∞  

6( ( ) 3 1
0

2

x
f x

+′ = > ] [1;x∀ ∈ − +∞  

  
ل  دا�� !�` � f )أ)7�[& - ا�� ];1I =  fو  ∞−	Qf ا������  

���  fو!�) L& �1,�( دا��f −  ���	!  
ل�!  - &: ( ) ] [( ) ] [1; 1;J f I f= = − +∞ = − +∞  

) )ب )f y x

y I

=


∈

⇔ ( )
( )

1y f x

x f I

− =


∈

    

   ( )
] [1;

f y x

y

 =


∈ − +∞

��	�( )1 1 1y y x+ + − =  

 ��&( )1 1 1y y x+ + = +  

��	�( )( ) ( )
2 2

1 1 1y y x+ + = +
  

��	�( ) ( )3 2
1 1y x+ = + ��	�( )231 1y x+ = +   

 ��	�( )23 1 1y x= + −   

)و!�)  :   ) ( )21 3 1 1f x x− = + −] [1;x∀ ∈ − +∞  

8(  
 
  

  
  
  
  

x

( ), ,o i j
��

0 1x = −

f1f −J

( )1f x−xJ

1f −

3  1  0 -1  x  

       ( )f x  

3  1  0 -1  x  

7 1 ,8  0  -1  ( )f x  




