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 ا���رات ا���	��ة 
  ا����ر و ا��رھ�� ��# ����د ���!�ن -
�ن ا�����د و  - ������%ا����ر ���!� و �&�'  
-  %�� ��دد ���وى ��دد ��*ط� و ���!� ��ظ��  
�دد ا����*م ا���ر �ن �*ط� وا���ودي ��# ���وى -�  
- �!��ددة ��ر�زھ� و ���� ��� �  ��دد ���د�� د��ر��  
�دد ���ل ��را��ري � ���  -�  

⋅�0ن ا� 3�ء ا��1 ��*ق ا��/.� : Mا���رف ��# ���و�� ا��*ط  - =MA MB
���� ����

 
 ��	�ى ا��رس

� :%��  ا��داء ا����1 14 ا� 3�ء و '�&
� ���داء ا����1 14 ���م �����د ���ظم ����  ا�&5� ا��
� %�� % ا����وى ا���دد ��*ط� و ���!� ��ظ�
  ���4� �*ط� �ن ���وى �
� :��� �� ����  درا�� �
� �ث: �درا�� ���و�2 ا��*ط � 2 2 0x y z ax by cz d+ + + + + + =  
  �*�ط7 ��4� و ���*م: �
  �*�ط7 ��4� و ���وى: �
  ���د�� د��ر�� ����وى ���س � ��� 14 �*ط� ���و��: �
 
 

I. :�����  ا���اء ا�'&�$ %$ ا�#"�ء و ��
1. :()�*�  

��	
u
�

vو 
�

��ث ��� �� ا
���ء  CوBو�A	��	�� �� ا
���ء, 

:���� u AB=
� ����

vو AC=
� ����

)( )' �&% ا$#" �!	 ى   )P �� *�)

 ��+
  .CوBوAا

 ��	��	�&
 ��&!
uا
�'اء ا
�

vو 
�

��&!
-� ا
���ء ھ  ا
�'اء ا

AB AC⋅
���� ����

)ا
�!	 ى-�  )P.�*
�� /
u, و �*�.  v⋅
� �

.  

)��6 ��4�5ت ا
�'اء ا
!&�� -� ا
�!	 ى �2'د إ
% �&��ظ+:
  ا
���ء.

:-.�	���	
u
�

vو 
�

��ث ��� �� CوBو�A	��	�� �� ا
���ء, و 

:����u ا
���ء  AB=
� ����

vو AC=
� ����

  

uإذا 8��9  �
�

vو 
�

 �	��	�� =�* �+>'�	�� -�ن: 

cosu v AB AC BAC⋅ = × ×
� �

  

uإذا 8��9  �
�

u =�* �+>'�< -�ن. v AB AH⋅ = ⋅
� � ���� ����

 ��? ,H

 >@�+&
)�&% ا
�!	��CBا
�!�� ا
>� دي  )AB 

  �&��ظ+:
�  ��&!
uا
�'اء ا u⋅

� �
 .�*
�� /
 .�*)

2
u
�

  6�*�
, و (!�% ا

 >��	�&
 ��&!
uا
�

  

�  >��	�
BC+�u ا
�

  :D( �
����� ا
ھ  ا
>'د ا
2

u u=
� �

  

:+������	
u
�

vو 
�

wو 
��

�'دا  ��kث �	���ت �� ا
���ء و  
:�+)'
, �����?  

u ا�	��/&�+: ← v v u⋅ = ⋅
� � ���

  

ا����01+: ←
( ) ( )

( )
ku v k u v

u v w u v u w

⋅ = ⋅ 


⋅ + = ⋅ + ⋅ 

� � ����

� � �� � � �����  

2. 2�	3�	� ���*�:  
()�*� ��	
u

�
vو 

�
�u	��	�� �� ا
���ء. �� ل إن  

�
vو 

�
 

�0u	>��'�2ن إذا و-�� إذا �9ن  v⋅ =
� �

:D	�� و , u v⊥
� �

  
  ��5ل:

ABCDEFGH D<��  

 :�+)'
AE
����

ACو 
����

�0AC	>��'ان أي  AE⋅ =
���� ����

)($ن   )AE 

)�� دي �&% ا
�!	 ى  )ABC (  

AEو ��� أن  BF=
���� ����

0AC-�ن   BF⋅ =
���� ����

ACأي   BF⊥
���� ����

  
II.  ���*	� 6&*� $% $�&'&�&�+ �&��اء ا��	ا�7�8+ ا�

6����  
  ا��*&6 و ا�
�س ا��	*���ان ا�������ن:)1

 ��دة ا�������ت             أ=�د(��+ ا��3+ ا�;�:�+   

                               ���@+ و?�ة            
 

���� $���5A : ذ�	
 ا�
 12��آ�ة ر��/   
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:()�*� ���
( ); ;i j k

� � �
  �� ا
���ء Oأ�H�H -� ا
���ء و

)�� ل إن  ); ;i j k
� � �

أ�Hس �	>��' ��+BC إذا �9ن:     

0i j ik jk= = =
�� �� � �

1iو      j k= = =
� � �

   

)�� ل إن  ); ; ;o i j k
� � � �

)�>&� B	BC+�� '��< إذا �9ن   ); ;i j k
� � �

  �H�Hأ

��C+�� ا'��<	�  
    BC+�� '��<	� B&<� %
  -��� ��K2 �� -�*ات ا
'رس, �+!D ا
���ء إ

2(:+����  
uإذا 8��9 xi y j zk= + +

� � � �
vو  x i y j z k′ ′ ′= + +

� � � �
  �� ��	��	�

uا
���ء -�ن:  v xx yy zz′ ′ ′⋅ = + +
� �

   

) ��5ل: )1;5; 1u −
�

)و   )5;1;0u −
�

  

uھ" ا
�	��	�ن 
�

uو  
�

  �	>��'��2 ؟ 
�!D ا
�'اء ا
!&�� : ا���اب:�  

( ) ( ) ( )5 1 1 5 0 1 5 5 0u v⋅ = − × + × + × − = − + =
� �

  

u: و�+/  v⊥
� �

  
3(+3�	� 6���  

+��uإذا 8��9 :�� xi y j zk= + +
� � � �

>��	�
u-�ن �+BC ا
�

ھ : 
2 2 2u x y z= + +

�
  

 ��5ل:
1 3

2 2
u i k= −
� � �

  : D!?أu
�

  

 ا���اب:
2

21 3 1 3 4
0 1

2 2 4 4 4
u

  = + + − = + = =       

�  

  ا��'�%+ @�2 ��0	�2:)4
:+������	
( ); ;A A AA x y zو( ); ;B B BB x y z �� ��	@��

  ا
���ء
��	@�+
��� ا >-�!�
ھ�: BوAا

( ) ( ) ( )2 2 2

B A B A B AAB x x y y z z= − + − + −  

2)���1:( )O i j k; ; ;
�� �

  �*&� 6	�C�D� 6���� ���* �&#"�ء  

( )3 2 1−u ; ;
�

   ,( )2 1 0v ; ;
�

    : �'Eا�( )� �
u vcos ;    

)�       ا���اب: ) ⋅
= = =

⋅

� �
� �

� �

u v
u v

u v

4 4
cos ;

5 14 70
 

5( Fا��� +A����� $&�&�� �)���M   :G��@ 2 ا�#"�ء�

u AM k⋅ =
� �����

  
:+���� ��	
Aء و���
)��@< �� ا ); ;u a b c

�
 >��	� >�'<+� *�=

  �'دا ?�����kو

��+
�: ���M �< ا�����u ا
���ء   AM k⋅ =
� �����

ھ� �!	 ى 
 "�M %&� D	�2 /	
�0ax>�د by cz d+ + + =   ��? ,d د'�

����?  

)�>	K* ا
+�@<��5ل: )1; 1;2A − >��	�
)و ا )2;1; 1u −
�

  

)?'د  )P��+
�: ���M �< ا�����1u ا
���ء  AM⋅ = −
� �����

.  


	�� ا���اب:( ); ;M x y zء���
  ��@< �� ا

  :�+)'
( ) ( ); ; 1M x y z P u AM∈ ⇔ ⋅ = −
� �����

   

   ( ) ( ) ( )2 1 1 2 1x y z⇔ − + + − − = −  

. 2 2 0x y z⇔ + − + =   : "�N
  ھPه ا
�>�د
< �2	D �&% ا
0ax by cz d+ + + =                                

>� ���
)إذن ا )P :/	
ھ� ا
�!	 ى ا
Pي �>�د

2 2 0x y z+ − + =  

III. ى�	ا��' :��&A �  ا����د @��0+ و �	�3+ �����
3+ ������ H&A �'	�ى:)1�	�  

:()�*����
( )P .ء���
  �!	 ى -� ا

)�!�� �	��< �+��C/ �&% ا
�!	 ى  )P >��	� "9n
�

 >�'<+� *�=

)(� ن ا��2ھ�� �� د(� �&% ا
�!	 ى )P.  

:+��	�>��	�
nا
�

)�+��C/ �&% ا
�!	 ى   )P 8��9 إذا و-�� إذاn
�

 

)�	>��'ة �6 �	��	�� 
&�!	 ى )P .  

2(:+���� ��	
aوb وc ����و أ�'ادا ?����< 

( ) ( ); ; 0;0;0a b c ≠   

��+
)���d �< ا ); ;M x y z :R��2 �	
�� ا
���ء ا

0ax by cz d+ + + =  

>��	�
)ھ� �!	 ى و ا ); ;n a b c
�

 ./�&� /��C+� >��	�  

)أ��&< : ?'د �	��< �+��C< �&% ا
�!	 ى  )P : >�
�	
��Sت ا
  -� ا

1(2 3 10 0x y z− + + = ( )P 2(3 1 0x z− + = ( )P  

3(1 0y z+ + = ( )P              4(2z = ( )P  

5 (( ) : 2 7 3 0P x y z− + − =     6(( ) : 2 11 0P y z− + =  

))1أ?�@+ : )2; 3;1n −
�

  2(( )3;0; 1n −
�

  3(( )0;1;1n
�

        

4(( )0;0;1n
�

      5( ( )1; 2;7n −
�

  6( ( )0;2; 1n −
�

    

�:)�*�د�+ 3�&A �  �'	�ى ا����د @��0+ و �	�3+ �����

  
:+������	
 ( ); ;n a b c

�
��@< ��  �A	��< =�* �+>'�< و 

  ا
���ء.
)ا
�!	 ى )P >@�+
و �	��< �+��C/ �&�/, ھ   Aا
��ر �� ا

��+
2�����M :R �< ا �	
��0AM ا
���ء ا n⋅ =
�������

  
:"�M %&� D	�2 /
0ax و �>�د
< د(��ر�2<  by cz d+ + + =  ,

 ��?d.����? د'�  

)�>	K* -� ا
���ء ا
�	��<��5ل: )1;2;1n
�

 ��	@�+
)و ا )1;0;2A − 

)و )3;1;0B .  
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)?'د �>�د
< د(��ر�2< 
&�!	 ى)1 )P >@�+
nو Aا
��ر �� ا

�
 

./�&� /��C+� >��	�  

&�!	��B �?'د ����2 ��را��	*()2( )D  >@�+
و Bا
��ر �� ا

)ا
>� دي �&% ا
�!	 ى )P.  

�&%  Bا
�!�� ا
>� دي 
&+�@< ′Bإ?'ا���ت ا
+�@<?'د �	& ث )3
)ا
�!	 ى )P.  

)�>�د
< د(��ر�2< 
&�!	 ى2�'(' )1أ?�@+ : )P :  

):1ط���� ) ( ); ;M x y z P∈   �+<)0AM n⋅ =
�������

   

( )1; ; 2AM x y z+ −
�����

     �+<)

( ) ( )1 1 2 1 2 0x y z+ × + × + × − =  

  �+<)1 2 2 0x y z+ + + − =   �+<)2 1 0x y z+ + − =( )P  

 �>&B أن �>�د
< �!	 ى �2	D �&% ا
�N" ::2ط����
0ax by cz d+ + + =  

)�>&B أن و )1;2;1n
�

 /�&� /��C+� >��	�  : اذن 

1a 1bو = 1cو = =  
1و�+/ :  2 1 0x y z d+ + + =( )P  

)�>&B أن:  و ) ( )1;0;2A P− 2��R ا
�>�د
< : Aاذن ا?'ا���ت  ∋  

  �+<)( )1 2 0 1 2 0d− + × + × + =   �+<)1d = −  

 : �
�	
��2و 1 0x y z+ + − =( )P  

2( 2'�)B��	!�&
��را��	*ي  "���2 '( )D:  

( )D *�)  >@�+
)و �� دي �&% ا
�!	 ى��B ا )P.  

)اذن :  )1;2;1n
�

)�	��< � )�< ل  )D  و( ) ( )3;1;0B D∈  

 اذن :

1 3

2 1

1 0

x k

y k

z k

= +
 = +
 = +

 ��?k ∈ℝ   وھB��	!�&
��را��	*ي  "���2( )D  

3( B′ھ�  >@�+&
)�&% ا
�!	 ى Bا
�!�� ا
>� دي  )P.  

)اذن :  )B D′ )و  ∋ )B P′∈  

 >�C+

�< :و�+/ ��" ا�	
 ا

2 1 0

1 3

2 1

1 0

x y z

x k

y k

z k

+ + − =
 = +
 = +
 = +

  

  �+<)( )3 2 2 1 1 0k k k+ + + + − =   �+<)6 4 0k + =  

ي   (>�
2

3
k = و�+/:  −

2 7
3

3 3
4 1

1
3 3
2

0
3

x

y

z

 = − + =

 = − + = −

 = − +


   

7و�+/ :  1 2
; ;

3 3 3
B
 ′ − − 
 

  

2)���)�Eد �*�د�+ د(�Jر��+ �&�'	�ى : 2 )P  ا����د ب

( )5 2 1− −A ; )و  ; )2 1 2−n ; ;
��

 ��&A +����� +3�	�  

)�*	�D : ا���اب: ) ( )∈M x y z P; ;  

   ( ) ( ) 0∈ ⇔ ⋅ =M x y z P AM n; ;
����� ��

  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 5 2 2 1 0∈ ⇔ + + − − + =M x y z P x y z; ;                 
  ( ) ( ) 2 2 6 0∈ ⇔ + − + =M x y z P x y z; ; 

    �): و �� ) 2 2 6 0+ − + =P x y z: 

 
 
 

IV. :ى�	2 �'A +0�� +%�'�  
:()�*����
( )P ى و 	!�A ء و���
ا
�!��  ��H@< �� ا

>@�+&
)�&% ا
�!	 ى Aا
>� دي  )P.  

>-�!�
)�� ا
�!	 ى 2A!�% �!�-< ا
+�@< AHا )P  ��
, و (*�. 

.�*
��( )( );d A P .  

  
  

:+�������
( )P /	
�0ax!	 ى �>�د by cz d+ + + و  =

( ); ;A A AA x y z.ء���
  ��@< �� ا

>@�+
)�� ا
�!	 ى �A!�-< ا )P :ھ� 

( )( )
2 2 2

; A A Aax by cz d
d A P

a b c

+ + +
=

+ +
  

)<�>	K* -� ا
���ء ا
+�@��5ل: )5;1;0A  و
)�!	 ىا )P  يP
ا

/	
�2>�د 2 6 0x y z+ + − = 
 : D!?أ( )( );d A P  

) ا���اب: )( )
2 2 2

5 2 1 2 0 6 1 1
;

3 31 2 2
d A P

+ × + × −
= = =

+ +
  

2)���3:( ) 3 2 2 0− + + + =P x y z:    

   : 2J��( ) ( )⊥D P   و( ) ( )2 2 3− ∈B D; ;  

1( : �'Eا( )( )d B P; 2( ل    �)�	را��@ K�5��)�Eد  )D  

) )1 أ?�@+ : )( )
3 2 2 2 3 2 15

9 4 1 14

− × − + × + +
= =

+ +
d B P;  

  2(    : ��)��( ) 3 2 2 0− + + + =P x y z:   

)إذن :       )3 2 1−n ; ;
��

  H&A +����� +3�	�( )P  

)و @�� أن :    ) ( )⊥D P    : نM% 

 ( )3 2 1−n ; ;
��

)�	�3+ ��?3+ ل   )D  
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)و  ��(�� :   ) ( )2 2 3− ∈B D; ;  

)إذن :       )
3 2

2 2

3

 = − −
 = + ∈
 = +

:

x t

D y t t

z t

ℝ  

V. :+J&#&� +�&�&�� +
  درا
1(:()�*�  

��	
Ω  ء و���
  �'دا ?����� � )��R.�<@# �K@< �� ا
>�&�
)ا )S 9.ھ�*� �	
�� Mھ� ��� �< ا
+�� Rو Ω  ����<Mا

 :R��2 �	
Mا
���ء ا RΩ =.  
.�*
�� >�&�

�Pه ا .�*�( );S RΩ 

 
  
2(J&#ا� +��  ���دة @��=Sھ� و �3A�*C: +�*�د�+ د(�Jر

:+����>�&�&
)�>�د
< د(��ر�2<  )S 9.ھ�*� �	
)ا ); ;a b cΩ  و

 ����<MR( )0R ھ�:≺

( ) ( ) ( )2 2 2 2x a y b z c R− + − + − =  

2و �2	D أ(��: 2 2 2 2 2 0x y z ax by cz d+ + − − − + = :��?
2 2 2 2d a b c R= + + −  

)?'د �>�د
< د(��ر�2< 
&�&�< ��5ل: )S:>�
�	
��Sت ا
  -� ا

1( ( )S 9.ھ�*�( )1;2; 3Ω −  ����<M 4وR =.  

2( ( )S 9.ھ�*�( )0; 1;1Ω − >@�+
)و �2* �� ا )1;2; 1A −  

) )1 أ?�@+ : )S 9.ھ�*�( )1;2; 3Ω −  ����<M 4وR =.  

)اذن :  ) ( ) ( )2 2 2 21 2 3 4x y z− + − + + =  

�< أو �N*ھ� -+�' :�	�
  (��� ا9S	��ء ��Pه ا
2 2 22 1 4 4 6 9 16x x y y z z− + + − + + + + =  

 : �+<)2 2 2 2 4 6 2 0x y z x y z+ + − − + − =  

 : �
�	
2وھ� �2	D �&% ا
�N" ا 2 2 0x y z ax by cz d+ + + + + + =  

2(( )S 9.ھ�*�( )0; 1;1Ω − >@�+
)و �2* �� ا )1;2; 1A −  

 : $�*)A RΩ =  
 >-�!�
�!D ا�AΩ:  

( ) ( ) ( )2 2 2
1 0 2 1 1 1 1 9 4 14R A=Ω = − + + + − − = + + =  

  ھ� :�>�د
< د(��ر�2< 
&�&�<و�+/: 

( ) ( ) ( ) 22 2 2
0 1 1 14x y z− + + + − =  

 :�+<)2 2 2 2 2 12 0x y z y z+ + + − − =( )S  

:+���� ��	
A وB.ء���
  ��@	�� �W	&�	�� �� ا

 ��+
2�����M :R �< ا �	
��0MA ا
���ء ا MB⋅ =
���� ����

 >�&�
ھ� ا
]ا
	� أ?' أ#@�رھ� ]AB :ھ� ��
,و �>�د
< د(��ر�2< 

( )( ) ( )( ) ( )( ) 0A B A B A Bx x x x y y y y z z z z− − + − − + − − =

  ��? ,( ); ;A A AA x y zو( ); ;B B BB x y z .  

  
)?'د �>�د
< د(��ر�2< 
&�&�< ��5ل: )S أ?' أ#@�رھ� �	
]ا ]AB  

( )1;0; 1A )و   − )1;2; 1B −  

  1ط����  ا���اب:
]ھ   �+	XY ا
�@>< Ω �*9.ھ� ]AB  

; اذن: ;
2 2 2

A B A B A Bx x y y z z+ + + Ω 
 

) اذن:  )1;1; 1Ω −  

و
'(+� أ(�� : 
( ) ( ) ( )2 2 2
0 2 0

1
2 2

AB
R

+ +
= = =  

  ھ� :�>�د
< د(��ر�2< 
&�&�<و�+/: 

( ) ( ) ( )2 2 2 21 1 1 1x y z− + − + + =  

 :�+<)2 2 2 2 2 2 2 0x y z x y z+ + − − + + =( )S  


	 ا������:2ط�������:  ( )1;0; 1A و   −

( )1;2; 1B −  

( )M S∈ �+<)0MA MB⋅ =
���� ����

  

 �+)'
( )1 ;0 ; 1MA x y z− − − −
����

و   

( )1 ;2 ; 1MB x y z− − − −
����

  

0MA MB⋅ =
���� ����

 �+<)  
 ( ) ( ) ( ) ( )( )1 1 2 1 1 0x x y y z z− × − + − − + − − − − =  

�+<)( ) ( ) ( )2 2
1 2 1 0x y y z− + − − + − − =  

2 2 2 2 2 2 2 0x y z x y z+ + − − + + =( )S  

VI. A���� +
 ا���G��@ F: +درا
2 2 2 0x y z ax by cz d+ + + + + + =  

:+������	
a  وbوc وd  ����أ�'ادا ?����< 

( ) ( ); ; 0;0;0a b c )��� �< ا
+��  Sو≠ ); ;M x y z ء���
�� ا

:>
2��R ا
�>�د �	
2 ا 2 2 0x y z ax by cz d+ + + + + + =  

)�2 ن � )S :2 -&�< إذا و-�� إذا �9ن 2 2 4 0a b c d+ + − >  

 >@�+
;�*9. ھPه ا
�&�< ھ  ا ;
2 2 2

a b c Ω − − − 
 

و M>���� ھ : 

2 2 2 4

2

a b c d
R

+ + −=  

2إذا �9ن � 2 2 4 0a b c d+ + − )-�ن  > )S >� ���
ھ� ا

  ا
��ر=<.
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2إذا �9ن  � 2 2 4 0a b c d+ + − )-�ن = )S ھ�

( ) ; ;
2 2 2

a b c
S

  = Ω − − −  
  

  

)?'د ��� �< ا
+�� :أ�5&+  ); ;M x y z تSد�<�
2��R ا �	
ا

:>�
�	
  ا
1(( ) 2 2 2

1 : 6 4 6 6 0E x y z x y z+ + − + − + =  

2(( ) 2 2 2
2 : 4 2 2 6 0E x y z x y z+ + − + + + =  

3(( ) 2 2 2
3

9
: 3 2 0

2
E x y z x y z+ + − + + + =  

) )1 أ?�@+ : ) 2 2 2
1 : 6 4 6 6 0E x y z x y z+ + − + − + =  

  : "�N
�2&% ا 2 2 0x y z ax by cz d+ + + + + + =  
: �+)'
6a اذن  = 4bو − 6cو = = 6dو − =  
 : D!��2 2 2 4a b c d+ + −  

2 2 2 4 36 16 36 24 64 0a b c d+ + − = + + − = >  

)و�+/ :  )1E >�&- .9*ھ�� ; ;
2 2 2

a b c Ω − − − 
 

) أي :  )3; 2;3Ω −  

����<M ھ : و
2 2 2 4

2

a b c d
R

+ +  أي : =−
64 8

4
2 2

R= = =  

2( ( ) 2 2 2
2 : 4 2 2 6 0E x y z x y z+ + − + + + =  

  : "�N
�2&% ا 2 2 0x y z ax by cz d+ + + + + + =  
: �+)'
4a اذن  = 2bو − 2cو = 6dو = =  
 : D!��2 2 2 4a b c d+ + −  

2 2 2 4 16 4 4 24 0a b c d+ + − = + + − =  

)و�+/ :  )2E  >@�+
) ھ� ا )2 ; ;
2 2 2

a b c
E

  = Ω − − −  
  

  أي  

( ) ( ){ }2 2; 1; 1E = Ω − −  

3( ( ) 2 2 2
3

9
: 3 2 0

2
E x y z x y z+ + − + + + =  

  : "�N
�2&% ا 2 2 0x y z ax by cz d+ + + + + + =  

: �+)'
1a اذن  = 3bو − 2cو = و =
9

2
d =  

 : D!��2 2 2 4a b c d+ + −  
2 2 2 4 1 9 4 18 4 0a b c d+ + − = + + − = − <  

)و�+/ :  )3E  ر=<.ھ���
  ا
��� �< ا

VII.  و +J&% Vط���:6��	'�  
( )S  و +J&%( )D  6��	'�  

 ( )S  و( )D  ط*�2  %$  ��0+ أو��	ن إ�� ��#8&�2  أو ����J)% $

 2�	0��  

  
 ���
( )D "���	���را�	*ي, و�!	���� �� ا
���ء �>*-� ( )S  >�&-

�'د�>*-< ��>�د
	�� ا
'(��ر�2< ,
+'رس ��ث أ��&< �  ��
�5 ��
B��	!�&
 �K!+
)ا
 ]6 ا )D >�&�
)و ا )S.   


	�� :�5�1ل ( )S:��	
 ا
�&�< ا
	� �>�د
2 2 2 6 4 2 5 0x y z x y z+ + + − − + =   

)و )D B��	!�
)ا
��ر ��  ا )0 5 1A ; ) و; )2 1 2−n ; ;
��

  >��	�


 >�( �/   
��را�	*ي)?'د 1 "���2  B��	!�&
( )D  

2B��	!�&
 �K!+
))أدرس ا
 ]6 ا )D >�&�
)و ا )S  

��را�	*ي )1ا���اب : "���2  B��	!�&
( )D :  ھ  

  

( )
2

5 ;

1 2

x t

y t t

z t

=
 = + ∈
 = −

ℝ  

��X ا����+ ا�	���+ : )2

( )

2 2 2 6 4 2 5 0

2

5 ;

1 2

x y z x y z

x t

y t t

z t

 + + + − − + =
 =
 = + ∈
 = −

ℝ
  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2
2 5 1 2 6 2 4 5 2 1 2 5 0t t t t t t+ + + − + × − + − − + =  

29 18 9 0t t+ + = �+<)2 2 1 0t t+ + =  

:�+)'
0∆ 1
&�>�د
< ?" ?���� �.دوج اذن  =
2

b
t

a

−= = −  

)-� ا
	���" ا
�Kرا�	*ي ل  −1ب �t> ض  )D  

 : '�+-

2

4;

3

x

y

z

= −
 =
 =

 ��� >9*	N� و�+/ ھ+�ك ��@< و?�'ة( )Sو( )D

) ھ�: )2 4 3−T ; ;  

>�&�&
)-� ھPا ا
���ل  )S B��	!�
)و ا )D 9< ھ�*	N� و?�'ة >@��

T   
)إن ا
�!	����B ل  )D +J&#&� س���( )S +0ا��� $%T.  
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	�� :�5�2ل ( )S:��	
 ا
�&�< ا
	� �>�د

2 2 2 4 2 1 0x y z x y+ + − − − )و = )D  ���ا
�!	��B ا
�>*ف 

:�&)  

( )
1 2

2 2 ;

1

x t

y t t

z t

= − +
 = − ∈
 = − +

ℝB��	!�&
 �K!+
)أدرس ا
 ]6 ا )D  و

>�&�
)ا )S  

B��	!�&
 �K!+
)أدرس ا
 ]6 ا )D >�&�
)و ا )S  

  ا���اب :

��X ا����+ ا�	���+ : 

2 2 2 4 2 1 0

1 2

2 2

1

x y z x y

x t

y t

z t

 + + − − − =
 = − +


= −
 = − +

  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2
1 2 2 2 1 4 1 2 2 2 2 1 0t t t t t− + + − + − + − × − + − − − =  

29 18 5 0t t− + =  :�+)'
2 218 4 9 5 324 180 144 12∆= − × × = − = =  

W� ������? ��&? "K�21	&��� ھ��: 
�>�د
< ااذن  

1

3
t 2و=

5

3
t =  

ب �t> ض 
1

3
و  

5

3
)-� ا
	���" ا
�Kرا�	*ي ل   )D :��	@�� '�+-  

:  ھ��

1

3
4

;
3

2

3

x

A y

z

 = −

 =

 = −


و 

7

3
4

;
3

2

3

x

B y

z

 =

 = −

 =


     
1 4 2

3 3 3
 − − 
 
A ; و ;

7 4 2

3 3 3
 − 
 
B ; ; >�&�&
)-� ھPا ا
���ل  )S B��	!�
)و ا )D���
 

  :,�� لBو  ��A@	�ن �N	*9	�ن ھ��
)ا��'	��6إن   )D+J&#&� Vط�:( )S.  


	�� :�5�3ل ( )S �	
 �>�د
	��:ا
�&�< ا
2 2 2 2 4 2 4 0x y z x y z+ + − + − + )و = )D  B��	!�
ا

:�&) ���  ا
�>*ف 

( )
0

;

x

y t t

z t

=
 = ∈
 =

ℝB��	!�&
 �K!+
)أدرس ا
 ]6 ا )D >�&�
و ا

( )S  

  ا���اب :

��X ا����+ ا�	���+ : 

2 2 2 2 4 2 4 0

0

x y z x y z

x

y t

z t

 + + − + − + =
 =


=
 =

  

2 2 20 2 0 4 2 4 0t t t t+ + − × + − + =  
22 2 4 0t t+ + = �+<)2 2 0t t+ + =  :�+)'
21 4 2 7 0∆= − × =− <  


�>�د
< اذن  ا �- "? ��
 a�
ℝ  
)ا
�!	��Bو�+/  )D >�&�
)( )' �5رج ا )S.: �+<) 

( ) ( )S D∩ = ∅  

2)���4:  ( )1 1 2−; ;A   و( )3 2 1− ; ;u
�

     

  ( ) 2 2 2 6+ + =:S x y z  

)ادرس ���طV ا��'	��6 :   );D A u
�

)و   )S  

) ا���اب : ) ( ) ( )∈; ;M x y z D S∩  

 : 2A G�D� *ي ل	را��� "���2( )D:  

  : $�*)( ) ( )∈; ;M x y z S  و

1 3

1 2

2

 = −
 = +
 = − +

x t

y t

z t
  

)إذن:    ) ( ) ( )2 2 21 3 1 2 2 6− + + + − + =t t t  

 : $�*)214 6 6 6− + =t t  : $�*)214 6 0− =t t  
  

 : $�*)( )7 3 0− =t t : $�*)0=t    أو
3

7
=t  

 : �)و�� ) 2 13 13
1 1 2

7 7 7

− − −  
 

; ; ; ; ;M M  

)إذن :  ) ( ) ( ) 2 13 13
11 2

7 7 7

− −  = −  
  

; ; ; ; ;D S A B∩  

VIII. :ى�	و �' +J&% Vط��� 

 
��	
( )S ر�2<, و��)'
��>�د
	�� ا >-*<� >�&-( )P  �� ى 	!�

 �� b	+	!�  >&رس ��ث أ��'+
ا
���ء �>*-� ��>�د
< د(��ر�2<, 

&�!	 ى �K!+
�5
�� ا
 ]6 ا( )P >�&�
)و ا )S.  
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	�� :�5�1ل ( )S:��	
 ا
�&�< ا
	� �>�د

2 2 2 2 2 2 1 0x y z x y z+ + + − + − )وا
�!	 ى = )P  ف*<�
  ا

:>

�>�د�� 2 2 3 0x y z+ + − =  

1 .9*�

&�&�<  Ω)?'د ا ( )S����<MوR  

2 : D!?أ(( )( );d PΩ  9' أنc2و( )P  >@�� �-   >�&�
(�@6 ا

  Tو?�'ة 
��را�	*( ����2?'د  )3 B��	!�&
 �( وا
>� دي �&%  Ωا
��ر ��  ∆(

( )P  

)ا
�&�< ��@< ��2س T)اH	+	b ا?'ا���ت 4 )S ى و 	!�
)ا )P  

2)1أ?�@+ :  2 2 2 2 2 1 0x y z x y z+ + + − + − =   

  : "�N
�2&% ا 2 2 0x y z ax by cz d+ + + + + + =  
: �+)'
2a اذن  2bو = = 2cو − 1dو = = −  
 : D!��2 2 2 4a b c d+ + −  

2 2 2 4 4 4 4 4 16 0a b c d+ + − = + + + = >  

)و�+/ :  )S >�&- .9*ھ�� ; ;
2 2 2

a b c Ω − − − 
 

) أي :  )1;1; 1Ω − −  

و M>���� ھ :
2 2 2 4

2

a b c d
R

+ +  أي : =−
16 4

2
2 2

R= = =   

2(2 2 3 0x y z+ + − )و     = )1;1; 1Ω − −  

( )( ) ( ) ( )
2 2 2

2 1 1 2 1 3 6 6
; 2

3 32 1 2
d P R

× − + + × − −
Ω = = = = =

+ +
  

)و�+/ :  )P  و?�'ة >@�� �-   >�&�
  T(�@6 ا

)�� ل  )P  >�&�&
)���س  )S  �-T  

3( ( )∆  �� *�)Ω  %&� و�� دي( )P : أن B&<و�( )2 1 2; ;n
��

 

&A +����� +3�	�H( )P  

)اذن ��X�5 @�را�	�ي ل  ): ھ   ∆( )
2 1

1 1;

2 1

x t

y t t

z t

= −
 = + ∈
 = −

ℝ( )∆  

4( ( ) ( ) ( )∈ ∆; ;T x y z P∩  

2 2 3 0x y z+ + − =( )P  و( )
2 1

1 1;

2 1

x t

y t t

z t

= −
 = + ∈
 = −

ℝ  

)اذن :  ) ( ) ( )2 2 1 1 2 2 1 3 0t t t− + + + − − =  

�+<)9 6 0t − = �+<)
2

3
t = 

	> (d -� ا�� �Kرا�	*يا
	���" و

'��  

( )

2
2 1

3
2

1 1;
3
2

2 1
3

x

y t

z

 = × −

 = × + ∈

 = × −


ℝ : /+و�
1 5 1

3 3 3
 
 
 
; ;T س��	0+ ا���  


	��  :�5�2ل ( )S 9.ھ�*� �	
)ا
�&�< ا )2;0;1Ω  ����<M

3R )وا
�!	 ى= )P  ف*<�
  ا

:>

�>�د�� 2 3 0x y z− + + =  

1 >�&�&
))?'د �>�د
< د(��ر�2<  )S  

2 : D!?أ(( )( );d PΩ  9' أنc2و( )P  ة*eدا R-و   >�&�
(�@6 ا

( )C ����<M ')'�2 B	)r  

��را�	*( ����2?'د  )3 B��	!�&
 �( وا
>� دي �&%  Ωا
��ر ��  ∆(

( )P  

)�*9. ا
'اe*ة  H)اH	+	b ا?'ا���ت 4 )C  

)اذن :  )1أ?�@+ :  ) ( ) ( )2 2 2 22 0 1 3x y z− + − + − =  

�< أو �N*ھ� -+�' :�	�
  (��� ا9S	��ء ��Pه ا
2 2 24 4 2 1 9x x y z z− + + + − + =  

 : �+<)2 2 2 4 2 4 0x y z x z+ + − − − =  

2(2 3 0x y z− + + )و     = )2;0;1Ω  

( )( )
( )22 2

2 4 6 6
; 6 3

6 61 2 1
d P R

+
Ω = = = = < =

+ − +
  

)و�+/ :  )P  ة*eدا R-و   >�&�
)(�@6 ا )C  

  
      

� #�Be ا
.او(< -� &�� %&� "Y�  f?��H أ�+� �

2و�+/ ?!D -�	�= رس -�ن :   2r R d= −  
223 6 9 6 3r = − = − =  

3( 2 3 0x y z− + + =   ( )P   و( )2;0;1Ω  

( )∆  �� *�)Ω  %&� و�� دي( )P : أن B&<و�( )1 2 1−; ;n
��

 

&A +����� +3�	�H( )P  

)اذن ��X�5 @�را�	�ي ل  ): ھ   ∆( )
1 2

2 ;

1 1

x t

y t t

z t

= +
 = − ∈
 = +

ℝ( )∆  

4( ( ) ( ) ( )∈ ∆; ;H x y z P∩  

2 3 0x y z− + + =( )P  و( )
1 2

2 ;

1 1

x t

y t t

z t

= +
 = − ∈
 = +

ℝ( )∆  

)اذن :  ) ( ) ( )2 2 2 1 3 0t t t+ − − + + + =  

�+<)6 6 0t + = �+<)1t = − 

	> (d -� ا�� �Kرا�	*يا
	���" و
'��  



 

      ������                                                         ا�
	�ذ: ����                                      8
 

 

( )
1 2

2 1

1 1

x

y

z

= − +
 = − −
 = − +

)و�+/ :  )1 2 0; ;H  S=�� ة*eا'
)ا )C  


	��:�5�3ل ( )S :ھ� ��	
 ا
�&�< ا
	� �>�د
2 2 2 2 0x y z x+ + − ), و ا
�!	 ى= )P  

2 ا
Pي �>�د
	/ ا
'(��ر�2< ھ�:  0x y z+ − + =   

1 .9*�

&�&�<  Ω)?'د ا ( )S����<MوR  

2 : D!?أ(( )( );d PΩ ؟ b	+	!2 ذا��  

2)1أ?�@+ :  2 2 2 0x y z x+ + − =   

  : "�N
�2&% ا 2 2 0x y z ax by cz d+ + + + + + =  
: �+)'
2a اذن  = 0bو − 0cو = 0dو = =  
 : D!��2 2 2 4a b c d+ + −   

2 2 2 4 4 0a b c d+ + − = >  

)و�+/ :  )S >�&- .9*ھ�� ; ;
2 2 2

a b c Ω − − − 
 

) أي :  )1;0;0Ω  

و M>���� ھ :
2 2 2 4

2

a b c d
R

+ +  أي : =−
4 2

1
2 2

R= = =   

2(2 0x y z+ − + )و     = )1;0;0Ω  

( )( )
( )22 2

1 2 3
; 3 1

31 1 1
d P R

+
Ω = = = > =

+ + −
  

)و�+/ :  )P �5رج '( )  >�&�
)ا )S  >�&�
  أو S (�@6 ا

2)���5:  ��	
( )S >�&�
 ا
	� �>�د
	�� ا
'(��ر�2< ھ� :ا

( ) 22 2 2 6 2 5+ + − + + =:S x y zyx z  

)وا
�!	 ى )P  ف*<�
2با 2 3 0− + + =( ) :P x y z    

1(  .9*�

&�&�<  Ω?'د ا ( )S����<MوR  

���  أن 2(( )P  ة*eدا R-و   >�&�
)(�@6 ا )C ����<M ')'�2 B	)r  

��را�	*( ����2?'د  )3 B��	!�&
 �( وا
>� دي �&%  Ωا
��ر ��  ∆(

( )P  

)�*9. ا
'اe*ة  H)اH	+	b ا?'ا���ت 4 )C  

))1أ?�@+ :  ) 22 2 2 6 2 5+ + − + + =:S x y zyx z   

  : "�N
�2&% ا 2 2 0x y z ax by cz d+ + + + + + =  
: �+)'
2a اذن  = 6bو − 2cو = 5dو = = −  
 : D!��2 2 2 4a b c d+ + −   

2 2 2 4 64 0a b c d+ + − = >  

)و�+/ :  )S >�&- .9*ھ�� ; ;
2 2 2

a b c Ω − − − 
 

) أي :  )1; 3; 1Ω − −  

و M>���� ھ :
2 2 2 4

2

a b c d
R

+ +  أي : =−
64 8

4
2 2

R= = =  

2(2 2 3 0− + + =( ) :P x y z     و( )1; 3; 1Ω − −  

( )( ) 2 6 1 3 10 10
; 4

3 34 4 1
d P R

+ − +
Ω = = = < =

+ +
  

)و�+/ :  )P  ة*eدا R-و   >�&�
)(�@6 ا )C  

  
  

2
2 10 100 44 44 2 11

4 16
3 9 9 3 3

r
 = − = − = = = 
 

  

3( 2 2 3 0− + + =( ) :P x y z      و( )1; 3; 1Ω − −  

( )∆  �� *�)Ω  %&� و�� دي( )P : أن B&<و�( )2 2 1−; ;n
��

 

&A +����� +3�	�H( )P  

)اذن ��X�5 @�را�	�ي ل  ): ھ   ∆( )
2 1

2 3;

1 1

x t

y t t

z t

= +
 = − − ∈
 = −

ℝ( )∆  

4( ( ) ( ) ( )∈ ∆; ;H x y z P∩  

2 2 3 0− + + =( ) :P x y z  و

2 1

2 3

1 1

x t

y t

z t

= +
 = − −
 = −

( )∆  

)اذن :  ) ( ) ( )2 2 1 2 2 3 1 3 0t t t+ − − − + − + =  

�+<)9 10 0t + = �+<)
10

9
t = − 

	> (d -� ا��	���" و


  ��' �Kرا�	*يا
11

9
7

9
19

9

x

y

z

 = −

 = −

 = −


و�+/ : 
11 7 19

9 9 9
 − − − 
 

; ;H  S=�� ة*eا'
)ا )C  

:+��)(� ن �!	 ى �� )P>�&�&
 �H���( );S RΩ  إذا و-�� إذا

)�9ن )( );d P RΩ =.  

IX.  +0�� $% +J&#� ى ���س�	'�� +���*�د�+ د(�Jر
:+��&*�  

:+���� ��	
( )S 9.ھ�*� >�&-ΩوA >�&�
)��@< �� ا )S  '( )

)�!	 ى و?�' )P  >�&�&
)���س  )S >@�+
  ,�A+' ا

 B��	!�
)و ھ  ا
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