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  الهندسة  
  مع تمارين وأمثلة محلولة 2ملخص لدرس: الحسابالمثلثي : 11مذكرة رقم

  وا�)�رات ا��&%$ة #" ا��رس : ا�ھ�اف 
  
  
  
  
  
  

  

  

  

  
I.ا"��	�B ا��+���� ���ا��cos   وsin  

    :sinدرا�� و��	�B ا��ا�� 
  
  
  
  
  
  
  
  
  

�� ا���ب : 
�sinyر�م  x=  

!� ������&�ط ��وم ا��#�ذ �# ا��دول ا����� و ر�م ا��"�ل ا�' �
]ا���ل :  ]0;2π  

 
�616 ا��ا�� 
.&6��% oD]5 ذا��sin ؟ 

  ؟ أ;.� �! ؟ أ2<!� �!

�� �!� ا���ل : ����)س ا�طر��� �ر�م ا��"�ل ا��ℝ  
  

  

  

�� �'رر �)�( �!� 'ل ��ل ���
ظ أن ا��"�ل ا�#� )���2π  

�2Tذ�ك ��ول ان ا�دا�� دور�� ودورھ�  π=  

    :cosدرا�� و��	�B ا��ا�� 
  
  
  
  

�� ا���ب : 
�cosyر�م  x=   دولو�ا� #�&�ط ��وم ا��#�ذ �' 

  

  

�� �!� ا���ل :  ا����� و ر�م ا��"�ل ���]ا� ]0;2π  

  
  
  
  
  

 
�616 ا��ا�� 
.&6��% oD]5 ذا��cos ؟ 

  ؟ أ;.� �!  ؟ أ2<!� �!

 :�!� ������)س ا�طر��� �ر�م ا��"�ل ا��ℝ  
�� �'رر �)�( �!� 'ل ���
ظ أن ا��"�ل ا�#� )��2��ل �π  

�2Tذ�ك ��ول ان ا�دا�� دور�� ودورھ�  π=  
II. :ا������ ��	�	ت ا��Zا��*�د  

��?�@1 :  a ∈ℝ  : 
)و ��K.�ا���د� ) : cosE x a=  

1aاذا ;�ن :  • 1aأو ≺ −≺ :  
cosx>�ن ا���د� a=   �J� Q!�
*< Z��Dℝ.  

1اذا ;�ن :  • 1a− ≤ ≤  �"�� WK�<0x ∈ℝ  S!1%

0cos cosx x=  

 
)و�D�ل ا���د� ) : cosE x a=  *<ℝ   : 
ھ* ا ��اد ا�1'!'!

0 2x kπ+   0أو 2x kπ− +  S!Dk ∈ℤ  

1ا���د�
 :  D (ℝ+ >*1:  1#	�ل
cos

2
x =  

[) D+ >* ا���ل :2 ],π π−  :  
1ا���د�
cos

2
x = 

1) 1ا���اب:
cos

2
x = *6��cos cos

3
x

π=  

2و�D�ل ا���د�
 ھ* : 
3

x k
π π= 2أو  +

3
x k

π π= − +  

 : W62و� ; 2 ;
3 3

S k k k k
π ππ π   = + ∈ ∪ − + ∈   
   

ℤ ℤ  

2'K((ط!�:أc���% 2 �م
3

k
ππ π π− < + ≤ *6��1

1 2 1
3

k− < + ≤  

 *6��1 1 1 1
1 2 1

3 3 3 3
k− < + − ≤ −  *6��4 2

2
3 3

k− < ≤  
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   *6��4 1 1 2 1
2

3 2 2 3 2
k− × < × ≤ ×  *6��2 1

3 3
k− < ≤  *6��

2 1
0.66 0.33

3 3
k− − < ≤≃ 0kاذن :  ⋍ =  

2>*   0ب  kو��K: W6�ض
3

k
π π+  : ��6<

1 2 0
3

x
π π= + × ×  

 أي :
1 3

x
π=  


 ا��cط!� : ب)!�� Q�6% م�'K2
3

k
ππ π π− <− + ≤ *6��

1
1 2 1

3
k− < − + ≤ *6��1 1 1 1

1 2 1
3 3 3 3

k− + < − + + ≤ +  *6��

2 4
2

3 3
k− < ≤  

 *6��2 1 1 4 1
2

3 2 2 3 2
k− × < × ≤ ×  *6��1 2

3 3
k− < ≤  *6��

1 2
0.33 0.66

3 3
k− − < ≤≃ 0kاذن :  ⋍ =  

2>*   0ب    kو��K: W6�ض 
3

k
π π− +  : ��6<

1 2 0
3

x
π π= − + × ×  

 أي :
1 3

x
π= ;و%�����* :         −

3 3
S

π π = − 
 

  

cosا���د�
 :  D  :ℝ+ >*2#	�ل 2x =  
 :  �6��2ا���اب: � 1a = >  W6و�  : :  
cos>�ن ا���د� 2x = 

*< Z��D  �J� Q!�ℝ  : أيS = ∅  
��?�@2   :a ∈ℝ   : 
)و ��K.�ا���د� ) : sinE x a=  

1aاذا ;�ن :  1aأو ≺ −≺ :  
)>�ن ا���د� )E*< Z��D  �J� Q!�ℝ.  

1اذا ;�ن :  1a− ≤ ≤  �"�� WK�<0x ∈ℝ  S!1%0sin sinx x=  

 
)و�D�ل ا���د� )E  *<ℝ  : 
0. ھ* ا ��اد ا�1'!'! 2x kπ+   أو

0 2x kπ π− +  S!Dk ∈ℤ  

3ا���د�
 :  D (ℝ+ >*1:  #	�ل
sin

2
x =  

[) D+ >* ا���ل :2 ],π π−  :  
2ا���د�
sin

2
x = 

3) 1ا���اب:
sin

2
x = *6��sin sin

3
x

π=  

2و�D�ل ا���د�
 ھ* : 
3

x k
π π= 2أو  +

2 2
3 3

x k k
π ππ π π= − + = +  

 : W62و�
2 ; 2 ;

3 3
S k k k k

π ππ π   = + ∈ ∪ + ∈   
   

ℤ ℤ  

c��� 2ط!�:أ))K'�م 2%
3

k
ππ π π− < + ≤ *6��1

1 2 1
3

k− < + ≤  

 *6��1 1 1 1
1 2 1

3 3 3 3
k− < + − ≤ −  *6��4 2

2
3 3

k− < ≤  

 *6��4 1 1 2 1
2

3 2 2 3 2
k− × < × ≤ ×  *6��2 1

3 3
k− < ≤  *6��

2 1
0.66 0.33

3 3
k− − < ≤≃ 0kاذن :  ⋍ =  

2>*   0ب  kو��K: W6�ض 
3

k
π π+  : ��6<

1 2 0
3

x
π π= + ×  أي:×

1 3
x

π=  


 ا��cط!� : ب)!�� Q�6% م�'K2
2

3
k

ππ π π− < + ≤ *6�� 

2
1 2 1

3
k− < + ≤ *6��2 2

1 2 1
3 3

k− + < ≤ +  *6��1 5
2

3 3
k− < ≤  

 *6��1 1 1 5 1
2

3 2 2 3 2
k− × < × ≤ ×  *6��1 5

6 6
k− < 0kاذن :   ≥ =  

2>*   0ب    kو��K: W6�ض 
2

3
k

π π+  : ��6<

1

2
2 0

3
x

π π= + × ×  

 أي :
1

2

3
x

π=         : *�����%2و
;

3 3
S

π π =  
 

  

��?�@3   :a ∈ℝ  �.��K و  : 
)ا���د� ) : tanE x a=  

  �"��0x ∈ℝ  S!1%0tan tanx x= ; ��)د�
 و�D�ل ا� )E  *<

ℝ  : 
0x. ھ* ا ��اد ا�1'!'! kπ+  S!D   أوk ∈ℤ  

  : 
ھ* ا ��اد ا�1'!'!
0x kπ+  S!Dk ∈ℤ  

tanا���د�
 :  D  :ℝ+ >*#	�ل 1x = 
 ا���اب:

tan 1x = *6��tan tan
4

x
π= *6��

4
x k

π π= +  S!Dk ∈ℤ  

 : W6و�;
4

S k k
π π = + ∈ 
 

ℤ 

qi�# :$!'!'D $�د� .yو �x$ أ"+ ;+ �

cos cosx y=أو j<�452

2

x y k
k

x y k

π
π

= +
∈  = − +
ℤ

  

sin sinx y=أو j<�45
( )

2

2

x y k
k

x y k

π
π π

= +∈  = − +
ℤ

  

tan tanx y=   j<�45x y k π= +    k ∈ℤ  

 "/$��1*< +D :ℝ    
3ا���د�
cos

2
x = 

3) 1ا���اب:
cos

2
x = *6��cos cos

6
x

π=  

2و�D�ل ا���د�
 ھ* : 
6

x k
π π= 2أو  +

6
x k

π π= − +  

W62:  و� ; 2 ;
6 6

S k k k k
π ππ π   = + ∈ ∪ − + ∈   
   

ℤ ℤ  

 "/$��2: 1*< +D ([ [0,2π   : 
1ا���د�
cos

2
x = −   

            2 *< +D ([ [0,2π  : 
2ا���د�
sin

2
x = −              

1 )1ا���اب:
cos

2
x =−� *6�cos cos

3
x

π=−  *6��cos cos
3

x
ππ = − 

 
  

) ن:  )cos cosx xπ − =−  

cos cos
3

x
ππ = − 

 
 *6��2

cos cos
3

x
π= *6��  

2
2

3
x k

π π= 2أو  +
2

3
x k

π π= − +  

K 2'�م %���cط!�:أ)
0 2 2

3
k

π π π≤ + < *6��2
0 2 2

3
k≤ + <  

 *6��2 2
2 2

3 3
k− ≤ < −  *6��1 2

3 3
k− ≤ <  

 *6��1 2
0.33 0.66

3 3
k− − < ≤≃ 0kاذن :  ⋍ =  

2>*   0ب   kو��K: W6�ض 
2

3
k

π π+ ��6<  :
1

2
2 0

3
x

π π= + × ×  

 أي :
1

2

3
x

π=  


 ا��cط!� : ب)!�� Q�6% م�'K 2
0 2 2

3
k

π π π≤ − + < *6��

2
0 2 2

3
k≤ − + < *6��2 2

2 2
3 3

k≤ < +  *6��1 4

3 3
k≤ <  

 *6��1 4
0.33 1.33

3 3
k< ≤≃ 1k اذن : ⋍ =  
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2>*   1ب    kو��K: W6�ض   
2

3
k

π π− +  : ��6<
1

2
2 1

3
x

π π=− + × ×  

 أي :
2

4

3
x

π=         : *�����%2و 4
;

3 3
S

π π =  
 

  

2 (2
sin

2
x = − *6��sin sin

4
x

π=−  *6��sin sin
4

x
π = − 

 
  

) ن:  )sin sinx x− =−  

sin sin
4

x
π = − 

 
  *6��2

4
x k

π π=− 5أو  +
2 2

4 4
x k k

π ππ π π= + + = +  

K 0'�م %���cط!�:أ) 2 2
4

k
π π π≤ − + < *6��1

0 2 2
4

k≤ − + <  

 *6��1 1
2 2

4 4
k≤ < +  *6��1 9

8 8
k≤ 1kاذن :    > =  

�6� :  1ب   kو��K: W6�ض <
1 2 1

4
x

π π= − + ×  أي :×
1

7

4
x

π=  


 ا��cط!� : ب)!�� Q�6% م�'K 5
0 2 2

4
k

π π π≤ + < *6��

5
0 2 2

4
k≤ + < *6��5 5

2 2
4 4

k− ≤ < −  *6��5 3

8 8
k− ≤ <  

0kاذن :  �6� :  àب    kو��K: W6�ض =<
2

5

4
x

π=              

5و%�����* :  7
;

4 4
S

π π =  
 

  

III.:�?�@ تZد�*#  
cos 1x =   j<�452x k π=  

cos 0x =   j<�45
2

x k
π π= +     k ∈ℤ  

cos 1x = −     j<�45( )2 1x k π= +  

sin 1x =      j<�452
2

x k
π π= +      

sin 0x =    j<�45x k π=     ( )k ∈ℤ  

sin 1x = −    j<�452
2

x k
π π= − +  

]: D+ >* #	�ل ]0,3π : 
���sinد� 0x =    

sin ا���اب: 0x =  *6��x k π=  S!Dk ∈ℤ  
K 0'�م %���cط!�: 3k π π≤ ≤ *6��0 3k≤ ≤  

0kاذن :  1kأو   = 2kأو  = 3kأو  = =  
�6�: kو��K:W6�ض < �  %GJه ا�'!

0 0x π= أو  ×
1 1x π= أو  ×

2 2x π= أو  ×
3 3x π= ×  

أي : 
0 0x أو  =

1x π=  أو
2 2x π=  أو

3 3x π=  

}و%�����* :  }0; ;2 ;3S π π π=  

  "/$��]D+ >* ال :3 [,2π π− : 
)���د� )cos 2 sin 1 0x x − =  


!I�I  و�I+ ا��1�ل ��� ا��ا�Eة ا�
) ا���اب: )cos 2sin 1 0x x − = *6��cos 0x 2sinأو = 1 0x − =  

 *6��cos 0x 2أو =
sin

2
x =     S!Dk ∈ℤ  

�� *6
2

x k
π π= sinأو + sin

4
x

π=     S!Dk ∈ℤ  

 *6��
2

x k
π π= 2أو  +

4
x k

π π= 3أو  +
2 2

4 4
x k k

π ππ π π= − + = +   

K 2'�م %���cط!�:أ)
2

k
ππ π π− ≤ + < *6��1

1 2
2

k− ≤ + <  

 *6��1 1
1 2

2 2
k− − ≤ < −  *6��3 3

2 2
k− ≤ <    

0kاذن :   1kأو = 1kأو  = = −  

�6�: kو��K:W6�ض < �  %GJه ا�'!

1 0
2

x
π π= + أو  ×

2 1
2

x
π π= + أو  ×

3 1
2

x
π π= − ×  

 أي :
1 2

x
π=  أو

2

3

2
x

π=  أو
3 2

x
π=−  

2 ا��cط!�:ب) 2
4

k
ππ π π− ≤ + < *6��1

1 2 2
4

k− ≤ + <  

 *6��1 1
1 2 2

4 4
k− − ≤ < −  *6��5 7

2
4 4

k− ≤ <  *6��5 7

8 8
k− ≤ <    

0kاذن :  �6� :  0ب   kو��K: W6�ض =<
4 4

x
π=   


 ا��cط!� : ج)!�K 3'�م %�
2 2

4
k

ππ π π− ≤ + <  

 *6��3
1 2 2

4
k− ≤ + < *6��3 3

1 2 2
4 4

k− − ≤ < −  *6��7 5

8 8
k− ≤ <  

0kاذن :  �6� :  0ب    kو��K: W6�ض =<
5

3

4
x

π=              

3و%�����* :  3
; ; ; ;

2 2 2 4 4
S

π π π π π = − 
 

  

�hKأ �Eا�
: ةا�!I�I  ا�

  
IV. :��	�	# ا�-�ت$# 

 ��� +I� و 
!I�ID+ ھGه ا���ا"�1ت ا���دا ��� ا��ا�Eة ا�
:

 �D�ل ا���ا"1!I�I  ا��ا�Eة ا�

]D+ >* ا���ل :   :1#	�ل [0,2π  :
ا���ا"1
1

sin
2

x ≥     

1 ا���اب :  
sin

2
x ≥  *6��sin sin

6
x

π≥  

5
,

6 6
S

π π =   

  

    
  
  
  
 
 

"/$��D+ >* ا���ل : 4
:] ],π π−  :
ا���ا"1

1
sin

2
x ≤ −    

5 ا���اب : 
,

6 6
S

π π = −  

  

  

[: D+ >* ا���ل :2#	�ل ],π π− ا :
�2��ا"1
cos

2
x ≥   

   ا���اب : 
  

,
4 4

S
π π = −  
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 "/$��,D+ >* ا���ل :   :5
2

π π −  
  :
1ا���ا"1

cos
2

x ≤    

 ا���اب : 
, ,

2 3 3
S

π π π π   = − − ∪      

  

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

 "/$��[D+ >* ا���ل :   :6 ],π π− :ا"�1ات��cos)  1ا� 0x ≤    

2 (sin 0x ,) 1 : ا���=�   ≤ ,
2 2

S
π ππ π   = − − ∪      

2  ([ ]0,S π=  

, : D+ >* ا���ل :3#	�ل
2 2

S
π π = −  

  :
tanا���ا"1 1x ≥  

, ا���اب :
4 2

S
π π =   

  

V.   �75ت
sin  : \�	# �R  
ABC  : S!1% S�I�AB c=   وAC b=    وBC a=  

� ا�#او�
 >*   ���KABCض أن E��A    : اذنˆsin 1A =   : W6و�

ˆsin

a
a

A
=   

 : 3�G; �6��sinˆو �
ˆsin

b b
B a

a B
= ⇔ =  

  

 : 3�G; �6��sinˆو �
ˆsin

c c
C a

a C
= ⇔ =   

 : ��K *�����%و
ˆsin

c

C
=ˆsin

b

B
= 

ˆsin

a

A
  

S�I ��دي : � 
.&6��% 
1!12 �'.5 
  وھGه ا��6!�
ABC  : S!1% S�I�ABاذا ;�ن : @�?�� c=  وAC b=  وBC a=    

>�ن :  
ˆsin

c

C
=

ˆsin

b

B
= ˆsin

a

A
  

 "/$��7: ABC  : S!1% S�I�ˆ
4

A
π= وˆ

3
B

π=      4وBC cm=  

 : M&DأĈ   وAC b=    وAC  

��D(Ĉ     :�6&�ب 1أ��=�:�A B C π
∧ ∧ ∧

+ + =  *6��
3 4

C
π π π

∧
+ + =  

 *6��3 4

12 12
C

π π π
∧

+ + =  *6��
7

12
C

ππ
∧

= −  *6��5

12
C

π∧
=  

  DAC&�ب  )1

:�6��� 
ˆsin

b

B
= 

ˆsin

a

A
 *6��

sin
3

b
π=

4

sin
4
π

  

 *6��4 sin sin
3 4

AC
π π× = ×  *6��

3
4 sin 4 4 33 2 2 6

2 2sin
4 2

AC

π

π

× × ×= = = =
  

 "/$��[ D+ >* ا���ل  :8 ],π π−: 
2sin ���د� 2 1 0x − =  

2sin ا���اب:  2 1 0x − = *6��1
sin 2

2
x =  *6��

sin 2 sin
6

x
π= *6��2 2

6
x k

π π= 2أو + 2
6

x k
ππ π= − +  

 *6��
12

x k
π π= 5أو +

12
x k

π π= + : ��Kط!� وc���% م�'Kو

11 7 5
; ; ;

12 12 12 12
S

π π π π = − − 
 

  

 "/$��) ���د�
 :Dℝ+ >* ا���ل  :9 )2
sin sin 2 0x x+ − =  

 :[�K :ا���ابsinX x= : n+.�2وا��*�د��  2 0X X+ − =  
1a          ∆�->�  ا����2 : 1bو   = 2cو  = = −  

( ) ( )22 24 1 4 1 2 9 3 0b ac∆= − = − × × − = = >�ن ھGه  ≺∆%0� أن<


��D �J!$ ھ�:  ا���د�
1

1 3
1

2 1
X

− += =
×

أو   
2

1 3
2

2 1
X

−= =−
×

  W6و�

��K *�2 ا �!>�  :  %���"�ع ��
sin 1x sinأو       = 2x = −   

 �R B4 �K� d�� ����	أن ا��*�د�� ا� o45�] ],π π−  

sin اذن B-� T(R ا��*�د�� : 1x 
�2د�� �0�1)=)  

sin 1x =  : �42�2
2

x k
π π= +: c&#2 و ;

2
S k k

π π = + ∈ 
 

ℤ  

  

  

  

  

  

  




